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Presentacion

Este libro se enfoca en situaciones contextualizadas y que promueven en el
alumno el trabajo tanto en equipo como individual, de modo que sean capaces
de resolver auténomamente las situaciones planteadas, pero sin dejar de lado al
maestro como una pieza fundamental para promover y afianzar cada
aprendizaje de modo gue los alumnos se apropien de cada nuevo conocimiento
y sean capaces de extenderlos a situaciones nuevas y desafiantes, Asimismo, se
entregan herramientas informaticas para que los alumnos experimenten la
cercania entre los nuevos contenidos y la tecnologia.

Cada tema comienza con un pequefio relato o historia seguida de preguntas
que muestran la necesidad de manejar conceptos y contenidos ya revisados en
grados anteriores, para abordar y comprender los nuevos aprendizajes. Para
practicar en estos contenidos, se entregan algunos ejercicios que ayudaran a
activarlos y recordarlos, para poder enfrentar los nuevos contenidos de la mejor
manera posible.

El desarrollo de cada tema esta apoyado con situaciones cotidianas y
siguiendo un hilo conductor que va desde lo simple a lo complejo y
finalizando este desarrollo con una pequena actividad que desafie a los
alumnos a poner en practica lo recientemente aprendido. Al finalizar cada
tema, se entrega un conjunto de ejercicios que permite asentar estos
conocimientos.

A modo de cierre, cada bloque cuenta con un mapa conceptual, que debe ser
completado por los alumnos, y que resume los conceptos mas importantes del
bloque, seguido de un conjunto de ejercicios que abarcan todos los
contenidos del bloque.

Presentacién para los alumnos

En este nuevo afio, tu misién es profundizar atn
mas en conocimientos que te entregaran una
amplia visién de nuestro entorno, para que seas
capaz de visualizar como en cada acto que
realizamos a través de nuestra vida estan presente
las matematicas, aun cuando esta te resulte lejana
v sin un nexo claro con tus actividades cotidianas.

El texto desarrolla cada contenido de una manera
cercana y amigable de modo que visualices como
cada contenido estd presente en nuestra vida,
asimismo, encontraras ejercicios contextualizados
de modo que puedas poner en practica tus nuevos
conocimientos. Asi, estaras en condicién de aplicar
tus nuevos aprendizajes en situaciones de tu
entorno en las cudles crefas imposible realizar esta
relacion.

Competencias que se favorecen en el desarrollo
de cada uno de los blogues del libro

B Resolver problemas de manera auténoma.

® Comunicar informacién matematica.

Validar procedimientos y resultados.

Manejar técnicas eficientemente.

Presentacion

Presentacion a los maestros

A través de la historia el ser humano ha ido
desarrollando soluciones a los diversos problemas
que se le han ido presentando, tanto desde el
punto de vista cotidiano como tecnoldgico,
encontrandose en algunos casos con que la
solucién a un problema cotidiano se podia aplicar a
una situacion no solo individual, sino que abarcara
a toda su comunidad. De esta manera, se ha ido
desarrollando la sociedad hasta nuestros dias,
contando en la actualidad con un sinnimero de
soluciones y alternativas a muchos de nuestros
problemas y necesidades. Aun asi, cada dia surgen
nuevas problemdticas que, dada la voragine de
informacién con que nos enfrentamos a diario, nos
desafia a tomar decisiones de manera rapida pero a
la vez informada y fundamentada de modo de
poder entregar una solucién a una gran cantidad
de ciudadanos. De esta forma es necesario dominar
los fundamentos en los cuéles se basan estas
soluciones de modo de poder participar y
proponer a la vez, nuevas soluciones que faciliten
nuestro diario vivir y que a la vez, preserven
nuestro ambiente cada vez mas fragil e inestable.

Desde esta arista, es que la propuesta de este libro
es, a la vez entregar problemas que desafien a los
alumnos a aplicar sus conocimientos desde el
punto de vista tedrico pero también integrando
conocimientos que incluyan una solucién justa y
masiva que favorezca a una gran mayoria.

En este libro, se entregan ademds direcciones de
paginas web gue apoyan y complementan los
nuevos conocimientos y permiten que los alumnos
establezcan la relacién entre matematicas y
tecnologia de manera amigable.

Esperamos que este libro les ayude y entregue los
instrumentos necesarios para que los alumnos
vean las matematicas no solo como una
herramienta que se utiliza en el salén de clases,
sino como un conjunto de conocimientos que se
despliegan en muchas de las situaciones que
experimentan a diario.



Al finalizar el bloque, el alumno:

= Explica la diferencia entre eventos complementarios
mutuamente excluyentes e independientes,

Estudiaras en este blogue:

Tema 1: Patrones y ecuaciones

* Resolucién de problemas que impliquen el uso de
ecuaciones cuadraticas sencillas utilizando
procedimientos personales u operaciones inversas.

Tema 2: Figuras y cuerpos

* Construccion de figuras congruentes o semejantes
(tridngulos, cuadrados y rectingulos) y analisis de
sus propiedades.
Explicitacion de los criterios de congruencia y
semejanza de tridngulos a partir de construcciones
con informacién determinada.

Tema 3: Proporcionalidad y funciones

» Analisis de representaciones (graficas, tabulares
y algebraicas) que corresponden a una misma
situacién. Identificacion de las que corresponden
a una relacion de proporcionalidad.

¢ Representacion tabular y algebraica de relaciones de
variacibn cuadratica, identificadas en diferentes
situaciones y fendémenos de la fisica, la biologia, la
economia y otras disciplinas.

Tema 4: Nociones de probabilidad

» Conocimiento de la escala de probabilidad. Anélisis
de las caracteristicas de eventos complementarios y
eventos mutuamente excluyentes e independientes.

Tema 5: Andlisis y representacion de datos

* Disefio de una encuesta o un experimento e
identificacion de la poblacién en estudio. Discusion
sobre las formas de elegir el muestreo. Obtencion de
datos de una muestra y blsqueda de herramientas
convenientes para su presentacion.




B1e*Tema 1

Patrones y ecuaciones

 Estudiaris en este tema

* Resolucidn de problemas
que impliquen el uso de
ecuaciones cuadriticas
sencillas, utilizando
procedimientos personales
u operaciones inversas.

Lee atentamente la siguiente historia:

En una colonia, se desea construir un parque, y para ello se destina un
terreno cuadrado de 148 m de lado. Una parte cuadrada del terreno de
40 m por lado se ocupara como estacionamiento y el resto serd el jardin.
Calcula cudnto mide el lado del terreno sin considerar la longitud
destinada para el estacionamiento. Ayadate del esquema de la figura 1.1.

t

40

-— 40 —

-— Y —
Figura 1.1
Plantea la ecuacién que te servird para encontrar esta longitud, luego

retinete con dos compafieros y comparen las ecuaciones planteadas, ;son
iguales?, jen qué difieren?

Elijan la ecuacién que les ayudarad a resolver la solucion.

¢A qué resultado llegan? Elijan un representante de su grupo y
comuniquenlo al resto de su clase. jEs igual el resultado obtenido por
ustedes, al del resto de la clase? Justifica.

Y para comenzar...

1. ;Estds de acuerdo tG en que esta es una ecuacion?

2. ;Qué es una ecuacién? ;Cémo se resuelve?

3. ;Qué tipo de ecuaciones conoces? ;Habri ecuaciones de otros tipos?
Las ecuaciones que hasta ahora has estudiado son las que llamamos

lineales o de primer grado, en las que el exponente de la incégnita que
aparece en ellas es uno.

Para recordar un poco mds acerca de resolver ecuaciones, realicen en
grupos de tres integrantes los siguientes ejercicios, resolviéndolos
individualmente y luego comparando y argumentando a favor o en contra
de sus resultados y los resultados de sus compaifieros de grupo. También,
deben verificar si la solucién obtenida es pertinente dentro del contexto
del problema:

I. Resuelve los siguientes problemas:

1. Los dngulos interiores de un triangulo miden 2x, 3x + 11° y 7x + 13°
¢Cuil es el valor de x que permite conocer la medida de cada dngulo?

2. En el afo 2005 aan trabajaba como policia. Logré descubrir que el
bribonzuelo apodado el “Irrenunciable” habia enterrado a las afueras
del poblado una caja que contenia cuatro paquetes iguales solo de
anillos de diamantes. jAh!, también habia siete anillos similares, pero
que estaban sueltos. Me acuerdo que en total eran 173: ;Cuantos
anillos tenia cada paquete?

3. Al triple del niimero de anos de casados de una pareja de esposos le
restamos 6 afios y obtenemos el tiempo que les falta para celebrar sus
Bodas de Oro matrimoniales (50 afios) ;Cudntos afios de casados lleva
esta pareja de esposos?

4. Al preguntirsele a una persona por su edad, esta responde: “Si al
doble de mi edad le quitas 8 anos, obtendrds lo que me falta para
cumplir los 100 afios”. ;Qué edad tenia esta persona hace 17 afios?

Como algunos ya habrdn intuido, las ecuaciones lineales no son el anico
tipo de ecuaciones existentes. En esta seccion podrds aprender a resolver
otro tipo de ecuaciones, pero para ello es necesario que domines los
contenidos ya aprendidos en grados anteriores sobre ecuaciones lineales.

Tema 1+ B1




B1e*Tema 1

Resoluciondeecuaciones cuadraticassencillas

El papd de Lupe estd arreglando el piso de una habitacién de su casa.
Luego de hacer ciertas mediciones llegé a la conclusién de que necesita 30
baldosas cuadradas que cubran en total los 2.7 metros cuadrados de piso.

* ;Cudnto debiera medir cada lado de las baldosas?

* ;Se podrd plantear una ecuacion que resuelva el problema del papd de
Lupe?

* ;Son estas ecuaciones parecidas a las que va has estudiado?
¢En qué se parecen y en qué se diferencian?

* ;Se podrdn resolver como las ecuaciones que ya conoces?

* ;Cudntos tipos distintos de ecuaciones, aparte de las que vya has
estudiado, habrd? ;Todas serdn de ficil resolucién?

» ;Podris resolverecuaciones distintas a las ya vistas con los conocimientos
que ya tienes?

Pensemos juntos el problema del papd de Lupe. jAnimatel, te dards cuenta
de lo mucho que sabes y lo mucho que puedes aprender.

Dibujemos la situacién, ya que un buen dibujo es una gran ayuda para
resolver los problemas.

Cada baldosa debe ser como se muestra en la figura 1.2

ﬁ.n:a =X

X

Figura 1.2

Como se requieren 30 baldosas, el drea por cubrir serd 30 - x2. Ahora bien,
como se necesita cubrir 2.7 metros cuadrados, podemos anotar que:

30-¥ =27
E=27
30 i = R g "
(corne debemos despejar Ia incognita
Xz = 0.09 e aparece, dividimnios por 30)

» ;Puedes decir en palabras qué condicién debe cumplir el nimero x?

» ;Cémo podrias calcular este nimero? ;Qué operacién matematica
debes realizar? Justifica.

Asi, si aplicas la operacién antes reconocida por ti, obtenemos que el lado
de cada baldosa deberd medir 30 centimetros.

{Qué ha ocurrido con las unidades de medida de este resultado?, ;en qué
unidades de medida se obtiene el resultado original?

;Puedes afirmar que este resultado es correcto, confirmando la pertinencia
de este, segtin el contexto del ejercicio? Explica.

3 Para transformar los metros a centimetros, debes multiplicar la

q cantidad de metros que quieres convertir por 100.

I vww. Puedes buscar mds sobre el tema de transformacién de unidades
en el siguiente link. Recuperado, enero 3, 2013, de:
hittp:ffwrow. profesorenlinea.clfmatematica/Medidaslongitud. htm
También encontrards un conversor de unidades en el siguiente
link, recuperado, octubre 29, 2013 de:
hittp:/fwww.metas.commx/utileriasiconvertidornmasa.php

Nota ademds que six = —0.3, también cumplira con la condicién de que al
elevarla al cuadrado su resultado sea 0.09. Por lo tanto, estrictamente, las
soluciones de la ecuacién son dos: 0.3 y —0.3. Sin embargo, en el contexto
de nuestro problema, la solucién negativa no tiene sentido.

Como te habris dado cuenta, estas ecuaciones son distintas a las que ya
has estudiado, pues la incégnita esta elevada a dos (al cuadrado).
Estas ecuaciones se llaman, por esta razén, ecuaciones cuadriticas. Existen
varios tipos de ecuaciones cuadrdticas que iremos aprendiendo a resolver
a través de este curso.

Las mds simples son las del tipo ax?*+c=0, donde @ y c< IR
(son nimeros reales), con a # 0. Estas son como la que acabamos de
resolver (30.x%= 2.7, que se puede escribir como 30-x*—2.7=0).
Si te das cuenta, la pudimos resolver solo con los conocimientos que ya
tienes de afios anteriores ;Puedes hacer una lista con los pasos por seguir?
(Cudntas soluciones tendrd una ecuacién cuadratica?

Para realizar lo anterior retinanse en grupos de cuatro integrantes y una
vez que hayan realizado su lista, preséntenla al resto de la clase,
justificando cada paso y mostrando mediante un ejemplo, el uso de cada
uno de estos pasos en la resolucién de una ecuacion cuadratica.

PROBLEMAS RESUELTOS

1. 2x% - 162 =0

SOLUCION

Procedimiento: 222 -162=0
2w =162 /2
Xt =81 I
x=%o0x= -9

(Por qué fue necesario extraer raiz al nimero 81 para obtener las
soluciones de la ecuacién?

;Crees que ambas soluciones son admisibles, considerando que la
ecuacion no estd inserta en un contexto determinado?

Tema 1+ B1

Diofanto de Alejandria naci6
alrededor del 200/214 n.e.y
fallecié entre el 284 y el 298
n.e. en Grecia.la ecuacidn de
sequndo grado fue desarrollada
por este gran matemdtico que
es considerado el padre del

| dlgebra”.



B1e*Tema 1

A las soluciones de una
ecuacidn cuadrética se les llama
también raices de la ecuacidn,

;Se puede comprobar que el resultado obtenido sea el correcto?
Por supuesto que si. Fara ello debemos reemplazar la incdgnita, en la
ecuacion original, por los valores obtenidos y comprobar que ambos lados
de la ecuacion son efectivamente iguales.

En este caso, comprobemos primero para x = 9:

2:(97%-162=0

2-81-162=10
162 -162=10

(i T Bmit, D Eguadicdared s compile,
0=0 entonces 9 es solucion de la ecuacidn)
Parax= —9:

2-(-912-162=0
2:-81-162=0
162 - 162=10

(par fo tarito, ln igualdad se cumiple,
0=0 entances =9 es solucion de Ia ecuaciin)

2. Juan ha decidido plantear a su hermana un acertijo. El le hizo la
siguiente pregunta: ;Cuadl es el nimero natural que elevado al cuadrado

da 6767 La hermana de Juan respondié correctamente. Observa.

SOLUCION
Procedimiento: Para resolverlo, ella planted la ecuacidn correspondiente.

¥ =676 e
x=26 o0 x= -26

Nota que la pregunta hace alusiéon a un namero natural, ;Entonces el
nimerc — 26 es solucién en este caso? ;Por qué?

Luego, ;cudl (es) es (son) la (s) respuesta (s) en este caso?

Y para finalizar...

Retomando el problema inicial, determina ahora el lado del terreno a
utilizar:

En una colonia, se desea construir un parque empleando para ello un
terreno cuadrado y utilizando una superficie de 37 m de lado para el
estacionamiento. Calcula cudnto mide el lado del terreno completo si el
drea de este terreno es de 22500 m?. ;Cudnto medird ahora el lado del
terreno sin considerar la longitud destinada para el estacionamiento?

Con el resto de su clase elijan a tres compaiieros, que deberdn exponer sus
resultados, la forma en que llegaron a ellos y evaluar la pertinencia de
estos resultados.

Comprueba tus conocimientos Tema 1

I. Lee atentamente la informacién dada y coloca
V (verdadero) o F (falso) en el segmento
punteado, frente a la aseveracidn que esti
expresada en cada nimero.

1 Con respecto a la ecuacién ax*+c¢=0,
con coeficientes reales, a distinto a cero,
e incognita x, se puede decir que:

a. A veces no tienen solucion.

b.__ Las soluciones son distintas y de
signos opuestos.

¢ Se puede reescribir como
x+£=0cona#0.

d._ Lassolucionesson—-1y1l,siayc

tienen el mismo valor absoluto,
pero son de signos distintos.

2 Justifica con tus palabras, o bien dando un
ejemplo, cada una de tus respuestas
anteriores.

II.Resuelve los siguientes ejercicios.

1 Encuentra el(los) valor(es) de la incégnita
en las siguientes ecuaciones. Ademais,
comprueba que el resultado obtenido sea el
correcto y luego, compdralo con otro
compaiiero, defendiendo o corrigiendo tu

resultado.
axl—-169=0
b. 2x%* — 65 =133

€. 125-2wl—-1=0
d. 11w? — 621 =9 205 — 23w?

i

3y =192

g 5 _ 25

7 T 0Ly

g 1322 — (32 4+ 2%) = 0.322 — 4 + (40:5 + 15)
h.— z{z+17) = (192 4+ 36)(1 — z)

Expresa tu respuesta aproximando a la
centésima.

R sk o U U A
T 3

i x2—9x+13_
2 —-7x-5

k. (3y — 4)(2y —

2
7
) =40 + [y — 4y —13)
I 12(3 —y)2 =3(12 —p)2

Cuales son los divisores de y, sabiendo que
y* — 83 =113, con y positivo?

Si x* —121=0, escribe los valores de la
siguiente secuencia de nimeros:
xX—5x—4x-3,x-2,x-1.

a, b y c¢ son tres naturales, tal que
a?—-289=0, 2b?=+64 y i*-8-45=1.
Justificando tu respuesta, responde.
(Sera verdad que:

a.a y b son primos?
b.c=b+a?

El drea de un tridngulo es 720 cm?, siendo
la altura 5x v su base 2x.

a. Escribe la ecuacién de segundo grado
que permite calcular el valor de x.

b. ;Cudl es la medida de la altura?
¢. ;Cudnto es el valor de base?

Determina lo pedido en cada caso:

a. El drea A de una circunferencia es
254.34 mm?, Aproximando n a 3.14,
encuentra el valor de su radio expresado
en cm.

b. 1089 dm? es la medida de la superficie
de un cuadrado. ;Cual es la medida del
perimetro de un rombo, cuyo lado es el
doble del lado del mencionado cuadrado?
Justifica tu respuesta.

Si multiplicamos un ntimero natural n por
su sucesor, obtenemos 2 162 ;A qué natural
nos estamos refiriendo?



8 Escribiendo algebraicamente: “un nimero
entero x se le suma 9" se obtiene cierto
binomio. Por otro lado, “al mismo ntimero
entero x se le resta 8”7 y se obtiene otro
binomio. Ahora bien, si al multiplicar
ambos binomios se obtiene el entero x al
cual nos estamos refiriendo aumentado
en 28. Responde:

a. Escribe la ecuacién que representa esta
situacion, redticela algebraicamente al
maximo, pero no la resuelvas. ;Obtuviste
una ecuacién de segundo grado? ;Por qué?

b. Conforme a lo anterior, ;serd posible
pensar que puedas obtener mds de un
entero que cumpla con las condiciones
que estin presentes en el enunciado de
este ejercicio?

c. ;Cudnto vale x?

d. De acuerdo a lo que has respondido en
la pregunta anterior, ;contradice lo que
has contestado en b.?

Adivina buen adivinador. ;Cudl es el
niimero negativo que al elevarlo al cuadrado
v restarle tres se obtiene exactamente
setenta y ocho?

10 Responde lo siguiente:

a. Encuentra un nimero n, que cumpla la
condicidn de que participe en lasiguiente
progresion:
sea n?+3,n*+6,n*+9,n*+12,..
yademas que, al sumar los siete primeros
términos sea 336.

b. ;En cudntas unidades difieren entre si,
los valores de n que debieras haber
obtenido anteriormente?

c. Haciendo uso de los valores de n que
conseguiste en a. anota la secuencia que
se forma al remplazarlos en:

(n—1)2+3, (n—1)2+6,
(n—1)249, (n—112+12, ..

11 Determina el valor de la incégnita en cada

uno de los siguientes casos:

a. El drea del cuadrado de la figura 1.3 es
210.25 mm?

Figura 1.3

b. El drea del triingulo rectingulo de la
figura 1.4 es 90 cm?

18cm

b
Figura 1.4

c. El drea del rectingulo de la figura 1.5 es
144 cm?

3x
Figura 1.5

d. El drea de la circunferencia de la figura
1.6 es 15.7 mm?® (considera n = 3.14)

Figura 1.6

12 Al visitar la estancia de mi tio Antonio, él

aprovechd de mostrarme el lugar donde
van a construir un estanque para depositar
los 96 000 | que provienen de la ciudad.
Observé que alli, él habia marcado en el
terreno, una figura similar a un cuadrado...
unos instantes después de nuestra llegada,
exclamé —solo hay que cavar 6 m, siguiendo
primeramente la figura que ves y su
interior-. Entonces le reafirmé; —entiendo
tio, se inicia por el contorno, jcuanto mide
éste? Da tu respuesta a la pregunta del
parrafo anterior.

13 El control de calidad de una fibrica de

tornillos ha detectado que una de las
partidas salio fallada. Vistos desde arriba, la
figura de la izquierda presenta la cabeza de
una pieza sin fallas mostrando los cortes
simétricos. En cambio, la figura de la
derecha muestra un tornillo fallado que
destaca, en rojo, el Ginico corte incorrecto.

Figura 1.7

Si todas las medidas estin en milimetros y
X =Y, responde:

a. ;Cudnto es el largo del corte fallado?
Expresa tu respuesta con aproximacion
a la centésima.

b.Con la informacion dada hasta el
momento, y sabiendo que el drea total de
la parte superior de la cabeza de la pieza
sin fallas es n mm, ;es posible afirmar que
ambas circunferencias son congruentes?
Justifica tu respuesta respaldindote de
los cdlculos pertinentes.

14 Hola amigo estudiante. Te presento mi
seccion: “Inventa ahorita tu propio
problema” Te desafiamos a que, con tu
grupo, inventen un problema que involucre
ecuaciones cuadrdticas como las tratadas en
este tema y lo resuelvas. (Por ejemplo,
observa el salén de tu clase, y busca alguna
idea en donde aplicar lo que has aprendido
en esta leccion. Asi, puedes determinar el
drea de su piso. Si ésta es rectangular, te
puedes preguntar por ejemplo: ;Cudnto
mediria por lado este mismo salon si fuera
cuadrado y se conservara el valor de la
superficie de su piso?)

Criterios de evaluaci6n de logro

ErEE

Entendi el concepto de ecuacion cuadratica

Entendi los ejercicios resueltos en el libro.

Desarrollé correctamente los ejercicios
propuestos.

Si obtuviste en todos los indicadores (+),
ifelicitaciones!; si obtuviste algunos signos
(+/-) y (=), realiza un mapa conceptual con los
conceptos no adquiridos.
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Figuras y cuerpos

Estudiaris en este tema

* Construccion de figuras
congruentes o semejantes
(tridngulos, cuadradosy
rectdngulos) y andlisis de
sus propiedades.

= Explicitacidn de los
criterios de congruencia
y semejanza de tridngulos
a partir de construcciones
con informacion
determinada.

Lee atentamente la siguiente historia:

A Miguel le han encargado como tarea para su clase de artes, que a partir
de la observacién de algunas fotografias de arquitectura, clasifique estas
formas de acuerdo a algunas de sus caracteristicas geométricas.

Y para comenzar...
Te invitamos también a ti a observar:

(Qué formas geométricas puedes distinguir en estas construcciones?
¢Qué caracteristicas tienen estas figuras geométricas?

Retinete con dos compafieros y comparen lo observado, ;qué similitudes
y diferencias aprecian entre ambas observaciones? ;En qué criterio(s) se
basaron para clasificar las formas elegidas como figuras geométricas?
Justifiquen.

(Existe algiin criterio que sea mas vilido que otro para la eleccion de estas
figuras geométricas? ;Por qué?

Para recordar un poco mas acerca de las formas geométricas, reunidos en
gruposdetresintegrantescontestenlassiguientes preguntasargumentando
a favor o en contra de sus apreciaciones y las de sus companeros:

1.;Cémo se clasifican los tridngulos en funcion de sus lados y de sus dngulos?

2.;Qué elementos son los minimos que se deben tener para poder construir
un tridngulo?

3.;Cémo se clasifican los cuadriliteros?

4.;Qué diferencia existe entre un cuadrado y un rectingulo?

Luego de realizada esta actividad, organicense con el resto de la clase y en
algunos grupos elijan un representante que dé la respuesta a una de estas
preguntas, de modo de hacer una puesta en comin en la que todos
participen y argumenten a favor o en contra de sus respuestas y la de sus
companeros.

Fara lograr un real aprendizaje de los nuevos contenidos presentados en
este tema, es necesario que sepas muy bien lo aprendido en grados
anteriores sobre figuras geométricas y sus caracteristicas.

Congruencia de figuras geométricas

-Alberto, ;has copiado la figura que hice? Eso no es justo, ti tenias
que hacer la tuya propia.

=Pero Anita, si ha quedado muy bella. Mira (figura 1.8).

»‘“ % ]
",
&2

Figura 1.8
-5i, pero se trataba de que cada uno hiciera algo distinto.

Mientras Alberto y Anita discutian, su maestra de Matematicas llegé a la
sala y al ver los dibujos se los pidid prestados por un momento para
explicar algo de la clase de esa manana. Ella les solicité que observaran
ambas imdgenes y luego contestaran las preguntas que te hacemos
a continuacion...

¢ ;Cudles son sus diferencias? ;Cuales sus similitudes?

5i nos detenemos a revisar sus similitudes, te dards cuenta de que ambas
tienen igual forma y tamaiio, ;verdad? Pues bien, a aquellas figuras de igual
forma y tamafio se les llama Figuras congruentes. En grados anteriores ti ya
has estudiado algunas figuras congruentes. ;Recuerdas las figuras
simétricas? Observa, por ejemplo, este par de ellas en la figura 1.9.

P

Figura 1.9
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Si te das cuenta, ellas Henen la misma forma y el mismo tamaiio.
Una manera de comprobar esto es copiarlas en un papel, recortarlas y
colocarlas una sobre la otra. Verds que coinciden exactamente.

Nota que si dos figuras tienen igual forma y tamaiio, es decir, son
congruentes, tendrin entonces todos sus lados correspondientes
(lados homélogos) de igual medida entre si y todos sus dngulos interiores
homélogos de igual medida entre si.

Supongamos ahora que se nos ha dado el tridngulo de la figura 1.10.
B

Figura 1.10
» ;Coémo construirias otro tridngulo congruente a é1?

Muy bien... como lo has notado, es muy facil. Solo tenemos que copiar los
lados usando nuestro compas. Primero, sobre una recta cualquiera fijamos
un punto A’ (que serd el homodlogo de A); después con centro en A" y
medida AC, marcamos en la recta el punto C". Asi, en la figura 1.11 hemos

Figura 1,11

Luego, con el compds hacemos centro en A’y con medida AB marcamos un
arco. Por Gltimo, con centro en C" y medida B, marcamos otro arco y
buscamos que corte al anterior. Obtendremos asi el vértice homdlogo al
vértice B. Observa que tendremos dos soluciones posibles, como muestra
la figura 1.12.

5: correspondientes,

Figura 1,12

Tendremos entonces dos triangulos congruentes al dado: A A'BC" y
A A'B"C, como se observa en la figura 1.13.

A

Figura 1.13

Supongamos ahora que nos dicen que debemos construir un tridngulo
congruente a otro que tiene dos lados que miden 6 y 8 cm y sabemos que
el dngulo que forman entre ellos mide 70",

Como lo que buscamos es un tridngulo exactamente igual al que nos dan,
basta con construir un tridngulo con dichas caracteristicas como lo has
hecho en afios anteriores. Copiamos uno de los lados, por ejemplo el de 6
cm, y sobre uno de sus extremos medimos el dngulo de 70° con el
transportador, como se indica en la figura 1.14.

Tema 2+ B1
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A 6 cm B
Figura 1,14
Ahora, con la medida de 8 cm en el compds, hacemos centro en A

y marcamos en el trazo en verde (lado del dngulo) el tercer vértice
del tridngulo (figura 1.15).

Figura 1.15

Por lo tanto, ya construimos el tridngulo ABC, como se muestra en
la figura 1.16.

Figura 1.16

Muy bien, pensemos ahora qué condiciones deben cumplir dos tridngulos
que son congruentes. ;jComo son sus lados?, jc6mo son sus dngulos?

Efectivamente, si dos tridngulos son congruentes, tendran todos sus lados
homdlogos de igual medida, asi como también serdn de igual medida sus
dangulos homélogos.

Pero ;cudles serdn las condiciones minimas para determinar si dos
tridngulos son congruentes?, ;tendrdn relacion con las condiciones
minimas que se necesitan para que un tridngulo pueda construirse?
Asi es. A estas condiciones se les llama Criterios de congruencia
para tridangulos.

* Si se sabe que dos tridngulos tienen sus tres lados homélogos
congruentes, entonces los triangulos serdn congruentes. Como ambos
tienen iguales medidas, si hacemos coincidir uno con el otro, se
superpondran exactamente, por lo que tendran igual forma y tamano y
entonces seran congruentes. Este criterio es conocido como LLL (lado-
lado-lado) y se muestra en la figura 1.17.

A<

Figura 1.17

* Si se sabe que dos tridingulos tienen dos de sus lados homédlogos
congruentes y el dngulo formado por ellos de igual medida, entonces
los tridngulos seran congruentes. Si hacemos coincidir los lados iguales
y el dngulo igual, tendremos dos figuras exactamente iguales, como se
observa en la figura 1.18. Este criterio se conoce con el nombre de LAL
{lado-dngulo-lado).

[

B

<

P
»
Figura 1.18
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* Si se sabe que dos tridngulos tienen un lado homélogo igual y los
dngulos sobre ese lado de similar medida, entonces los triingulos
serdn congruentes. De la misma manera que en los casos anteriores,
podemos superponer ambos tridngulos y notaremos que tienen igual
forma y tamafo. Este criterio se conoce como ALA (dngulo-lado-
angulo), figura 1.19.

Figura 1.19

PROBLEMAS RESUELTOS

1. Dados los tridngulos de la figura 1.20, determina si son congruentes
o no segtn los datos dados y aplicando los criterios de congruencia
para triangulos estudiados.

Figura 1.20

SOLUCION

Procedimiento: Como tienen dos lados iguales y el dngulo formado
por ellos es congruente, entonces se aplica el criterio LAL, por lo que
podemos decir que estos tridngulos son congruentes.

2. Se sabe que los tridngulos ABC y DEF de la figura 1.21 son congruentes.
(Cuadl es la medida del trazo AB y la del angulo en F?

2.67

%

]
Figura 1.21

SOLUCION

Procedimiento: Nota que al nombrar los triangulos congruentes siempre
s¢ hace en orden segin sus lados homdlogos, por lo tanto,
en este caso el lado AR es homélogo con el lado DE v, en consecuencia,
tienen igual medida. Asi, el trazo AB = 2.67.

Por otro lado, el dngulo en € es homélogo con el dngulo en F
En el triangulo ABC, el angulo en € mide 35.1° (los angulos interiores de un
tridngulo deben sumar 180°), por lo tanto, su homélogo, dngulo DFE,
medird también 35.1°

L=

Si quieres saber mds, puedes buscar en las siguientes pdginas.
| Recuperadas, enero 6, 2013, de:

hitp:ffwww.disfrutalasmatematicas.com/geomelria/teselaciones.itml

http:ifww. profesorenlinea.clfgeomelrial Teselaciones. it

En el siguiente link encontraris también un relato sobre algunas
aplicaciones en la vida diaria, recuperado, octubre 29, 2013, de:
http:ffwww.comunicacion.ame.edu.mx/comunicados/teselaciones-arte-
y-matematicas/

Existen algunos programas computacionales que nos ayudan a trabajar
mds facilmente con construcciones. Uno de ellos es Geogebra y lo
utilizaremos en esta parte para estudiar la congruencia de cuadrados
y rectingulos.

Este programa se puede bajar gratuitamente, por ejemplo, en el siguiente
link: hitp:/igeogebra.softonic.com/descargar

Recuperado, enero 5, 2013.

Como ya hemos dicho, si dos cuadrados son congruentes, entonces
tendrin todos sus lados homélogos de la misma medida y todos sus
angulos rectos. ;Como construiremos un cuadrado congruente al cuadrado
ABCD?

Lasteselaciones son también unaaplicaciénde figuras congruentes.
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Si miras la figura, podemos trazar un segmento EF con la medida del lado
del cuadrado (3*7 icono de izquierda a derecha).

E:rrf?:rgommq S D —
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& = (A5 900
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Trazaremos una perpendicular (4° icono de izquierda a derecha) al trazo
EF por F y otra por E.
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Ahora, trazamos un segmento de igual medida al lado del cuadrado,
primero desde el vértice F y luego desde el vértice E. Este va a quedar
situado a la derecha de F. Para llevarlo sobre la recta f, haz clic en la flecha
(17 icono) y mueve el extremo del trazo hasta colocarlo sobre
la recta f.
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Por dltimo, une los vértices y tendrds el cuadrado congruente pedido.
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En este caso, como ya lo estudiamos, al ser ambos cuadrados congruentes,
sus lados tienen la misma medida, y al superponer uno encima de otro,
coincidirdn en sus medidas y dngulos. Verificalo, midiendo, dibujando y
recortando ambos cuadrados.

Para construir un rectingulo debes seguir los pasos ya sefialados
anteriormente para la construccién de tu cuadrado, es decir, a partir de un
rectingulo dado obtendris:

Asi, nuevamente, ya que estos rectingulos son congruentes tienen sus
lados homélogos de igual medida y todos sus dngulos rectos.
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Las ampliaciones o reducciones
que hace una maquina
fotocopiadora son un ejemplo
claro de obtencién de figuras
semejantes.

Semejanza de figuras geométricas

La profesora de Alberto y Anita les mostrd ahora la figura 1.22 y les
hizo las mismas preguntas que en ¢l caso de las rosas: ;Cuales son
las similitudes y diferencias de las imagenes?, ;pueden establecerlas?
Obsérvenlas un momento.

Figura 1.22

Como ya te has fijado muy bien, estas figuras tienen igual forma, pero
distinto tamafio.

» Mide el ancho de las colas de cada dibujo y calcula la razon entre estas
medidas. Compara este valor con cuatro compafieros de clase.

* Realiza el mismo procedimiento midiendo el largo de ambos dibujos.

= A partir de los resultados obtenidos, jqué puedes concluir? Elijan, a tres
de sus compafieros de clase, para que comuniquen y defiendan los
resultados obtenidos, asi como el procedimiento utilizado para
obtenerlo.

Como te habris dado cuenta, todas las razones que has escrito tienen el
mismo valor. Es decir, no solo son de distinto tamafo, sino que sus
medidas cumplen con la condicién de estar en una misma razén.

En matematicas decimos que las figuras que tienen todas sus medidas
lineales en la misma razon se llaman figuras semejantes.

Analicemos con ayuda del programa Geogebra cudndo dos tridangulos son
semejantes y como se construyen. En la imagen se han construido dos
tridngulos isdsceles en que las medidas de uno de ellos son el doble de las
medidas del otro. Asi, al tener sus lados correspondientes en razén 2 : 1,
serdn semejantes. Observa.
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Si te fijas y mides sus dngulos interiores, te dards cuenta de que los

angulos homélogos de ambas figuras son de igual medida. Ahora si

podemos establecer la definicién matematica de dos tridingulos semejantes.
Entonces, podemos decir que dos tridngulos son semejantes si tienen sus
lados homélogos proporcionales y sus dngulos interiores homélogos de
igual medida.

Pues bien, ahora ccnstrmremus un tridngulo semejante al de la figura 1.23
de razon de serne]anz.aT (Recuerda que la razén de semejanza es la razon
entre las medidas del tridngulo dado y las del tridngulo semejante
buscado). Escribiremos una proporcidén para calcular la medida de los
lados (a, b, ¢) del nuevo tridngulo.

¢

3u .59
A By i
Figura 1.23
Para el lado homélogo a AB, tendremaos que: g %z}» Ja=6=a=2
Para el lado homélogo a AC, tendremos que.% %# 3b=3=b=1
Para el lado homélogo a BC, tendremos qul:.ﬂ %=> 3c=459=c= 153

Por lo tanto, debemos construir un tridngulo con las medidas que
acabamos de calcular, como se muestra en la figura 1.24.

eEmm—a
-t L

.....

Figura 1.24

Asi, el tridngulo DEF es semejante al triangulo dado. Observa que esto se
anota de la siguiente manera:

A ABC ~ A DEF (nota que debemos nombrarlos ordenadamente segiin sus
vértices homélogos). De esta semejanza, entonces, podemos establecer las
siguientes proporciones:

AE z‘lﬂ' BC
Si A ABC~ A DEF
; ~DE DF EF

Tema 2+ B1
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Podemos extender [a definicién

de tridngulos semejantes para
cualquier poligono. Asf, dos
poligonos serdn semejantes
sitienen sus lados homélogos
proporcionales y sus danqulos
interiores homélogos de igual
medida.
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Supongamos ahora que debemos construir un tridngulo semejante al de
la figura 1.25 si sabemos que el lado homoélogo del lado AB (A'F’) debe
medir 4 unidades.

3u

o = 48"

A Su

Figura 1.25

Calculemos entonces la medida del lado homélogo de AC (A'C’ ).
Para esto podemos establecer la siguiente proporcién:

AR _ AC

AC
—3

|n:

I =
=ln

3x=20 = x=%

s

Ahora podemos construir el tridngulo semejante buscado, ya que tenemos
la medida de dos de sus lados: 4 y%y la medida del dngulo que estos
forman: 48" (recuerda que los dngulos homdlogos son de igual medida).

Primero construimos un lado de 2'39 u. Luego, sobre el extremo izquierdo,

un angulo de 48", por dltimo, con el compds y medida 4 u hacemos centro
en el vértice izquierdo del trazo inicial y marcamos en el otro lado del
angulo el tercer vértice del tridngulo buscado, figura 1.26.

A 20/3u

"
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Figura 1.26

» ;Habra criterios de semejanza para tridngulos asi como existen en los
de congruencia?

Efectivamente, existen y son muy similares a los estudiados para la
congruencia.

* Dos tridngulos son semejantes si tienen sus tres pares de lados
homélogos proporcionales (en la misma razén). Si te fijas en el primer
ejemplo, sus dngulos serdn necesariamente iguales. Este criterio se
conoce con el nombre de LLL (lado-lado-lado), figura 1.27

e

Figura 1.27

Lados proporcionales y dangulos iguales, por lo tanto los tridangulos son
semejantes (igual forma, tamafio proporcional).

* Dos tridngulos son semejantes si tienen dos de sus angulos interiores
homélogos de igual medida. Mira la figura del criterio anterior. Angulos
homologos iguales (basta con dos de ellos, pues si los angulos interiores
de un tridngulo deben sumar 180° entonces el tercer angulo
necesariamente serd igual) determinan lados proporcionales.
Este criterio se conoce como AA (angulo-angulo).

* Dos tridngulos son semejantes si tienen dos pares de lados homélogos
proporcionales y el Angulo comprendido entre ellos de igual medida. Al
dibujar dos tridngulos con estas condiciones, como se muestra en la
figura 1,28, notards que al medir el tercer lado de cada tridngulo, estos
estarin en la misma razén que los otros lados. Este criterio es conocido
como LAL (lado-dngulo-lado).

c

=

00.01°
BAL00.01 D075 F
A 3 B

Figura 1.28

Examinaremos ahora las propiedades de dos cuadrados semejantes. En
primer lugar nos ayudaremos de un programa de dibujo geométrico por
computadora para construirlos. En la imagen se han construido dos
cuadrados semejantes de razon 1:2.5.

Tema 2+ B1
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Dos figuras congruentes
también pueden mirarse como
si fueran semejantes de razon

| de semejanza igual a 1.

Recuerda y registra...

Los conceptos de congruencia
ysemejanza se establecen
cuando las figuras tienen

1a misma forma e igual o
diferente tamario. Para la
congruencia, tanto dngulosy
lados tienen la misma medida.
Mientras que en la semejanza
las dos figuras tienen la misma
forma pero distinta medida.
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Si te fijas, los dngulos de ambos cuadrados siempre serdn de 90°, es decir
sus angulos tendran la misma medida. Ahora bien, la medida de los lados
de ambos cuadrados son proporcionales, conservando siempre la misma
razon entre cualquier par de lados de ambos.

De la misma manera, ocurrird con un par de rectingulos. Inicialmente
construiremos un rectingulo cuyos lados miden 4 y 6 cm.

[ ———

Ahora, sabiendo que la razén de semejanza es 5:2, determina la medida de
los lados del nuevo rectingulo y construyelo. Para ello, debes seguir los
pasos previos en el software, pero antes debes calcular la medida de los
lados.

Para esto, jqué procedimiento matemdtico ocuparas? Justifica y calcula
estas medidas.

Luego, con el resto de la clase, discutan sus resultados y el procedimiento
que utilizaron para obtenerlos, refutando o validando sus resultados.

Y para finalizar...

Para finalizar, en grupos de no mds de cuatro integrantes, analicen una
situacion cotidiana en la que esté presente la congruencia o la semejanza
de figuras, justificando segiin el o los criterios que se cumplen en ella.
Elijan un representante de su grupo para que comunique y argumente a
favor de sus conclusiones ante resto de la clase.

Comprueba tus conocimientos Tema 2

Para ejercitar los contenidos estudiados en
este tema, resuelve los siguientes ejercicios en
tu libreta:

I. Lee atentamente la informacién dada ¥y
completa segiin corresponda.

1

W

Dos figuras geométricas son congruentes si
tienen .

Dos tridngulos que son congruentes tienen
sus angulos

es la razon entre las medidas del tridngulo
dado y las del tridngulo semejante buscado.
El criterio de semejanza de tridngulos
lamado LAL (lado - dngulo - lado) dice:

Dos figuras congruentes también pueden
considerarse figuras semejantes cuyo valor
de la razon de semejanza es igual a

I1. Resuelve los siguientes ejercicios.

S

1

2

Los lados de un triangulo miden 20, 48 y
52 cm. El lado menor de otro tridngulo
semejante al primero mide 56 cm.

a. ;Cudl es la razén de semejanza?

b. ;Cudnto es el largo de los otros lados?

Al romboide de la figura adjunta se le ha
trazado una de sus diagonales.

a. ;Son congruentes los tridngulos que se
forman? ;Por qué?

b. Indica una manera de nombrarlos para
destacar su congruencia.

D C

Figura 1.29

3 Determina el valor de la incégnita de tal

manera que el A ABC y el A DEF de la
figura 1.30 sean congruentes y ademads

cumplan con lo sefalado en cada letra
del ejercicio:

Figura 1.30

a. FD = 145 mm

b. EF = —x*+ 800.5 mm

¢. Con el valor obtenido en a. escribe el
valor de cada lado de A DEF.

d.Usando la respuesta en b, calcula el
perimetro de cualquiera de los tridngulos.

Dos triangulos tienen en comdin, dos
angulos que miden 23° y 33° Si en uno de
ellos, estos dngulos estan ubicados en los
extremos de un lado de 4.8 cm:

a. Escoge un valor mayor para el lado
homdlogo al lado dado e indica el valor de
la razén de semejanza que asi se define,

b. ;Qué criterio de semejanza esta aludido
en este ejercicio?

Dibuja dos triangulos, A MNP y A RST, de

tal modo que sean semejantes:

a. Establece tres proporciones entre sus lados.

b. Indica los angulos homélogos.

Se dispone de un rectingulo ABCD tal que
AB = 5cm y BC = 7cm el cual debes dibujar
previamente usando tu juego de geometria:

a. Construye un rectingulo AEFG semejante
aél, sabie.ndl:l que la razon de semejanza
es 5:7 y AE debe contener a B.

b.Indica los pasos a seguir en esta
construccion.




c. (Cudntas rectingulos semejantes al
original es posible construir dadas la
condiciones expresadas en a.?

d.Mide las diagonales de ambos
rectingulos. Encuentra el valor de la
razén entre la diagonal del rectingulo
original respecto a la del rectiangulo
semejante a éste. ;Con qué valor debiera
coincidir? jVerificalo!

7 En la siguiente tabla estin presentes el
A MNP, y otros dos. Uno de ellos es
congruente y el otro semejante al A MNP.
Si todas las medidas se han efectuado en
metros:

M

Tridngulo 1 Trigngulo 2

Figura 1.31

a. ;Cudl deellos es el congruente al A MNP?
Llimalo A ABC.

b. ;Qué criterio de congruencia se ha usado
para hacer la afirmacion anterior?

c. Copia cada medida del triangulo original
en el congruente segan corresponda.
For otro lado, el tridngulo semejante se
llama A FGH, y se sabe qué el lado
homélogo a NP mide 2.584 m.

d. Encuentra los otros valores posibles de
hallar y colécalos en el tridngulo
correspondiente, indicando previamente
la razén de semejanza.

e. Si supiéramos el valor del perimetro del
triangulo semejante, ;jes posible conocer
la medida de PM? Justifica tu respuesta.

La figura 1.32 muestra el A AB'C’ cuyo
perimetro es 54 cm.

A’ et c
2y y+ 1
2
Figura 1.32

a. ;Cudles son las medidas del A ABC?

Ademads, halla el valor de los lados de
otro tridngulo, llamado A D'E'F; tal que
sea semejante a A A'B'C’y cuya razén de
semejanza sea:

1

3

c. 9:7. Expresa tu respuesta con aproximacion
ala décima.

d. Con el valor obtenido en a., establece la
razon entre los perimetros ;coincide con
el valor de semejanza 3? Justifica
tu respuesta.

e. Indica las medidas de los lados de un
tridngulo semejante A AB'C” y la razon
respectiva, sabiendo que el lado mayor
mide 39 cm.

9 El A MNP~A RST tiene razon de
semejanza Y A RST ~ A FGH tiene razon

de semejanza % Silas medidas del triangulo
A RSTson 125 dm, 30 dm y 32.5 dm:

a. Encuentra la medida de los lados de los
otros tridngulos.

b.Comprueba que A MNP~ A FGH
verificando que la razén de semejanza

es ‘.7'

10 En las situaciones de la figura 1.33
determina una o mds parejas de tridangulos
semejantes y el criterio que justifica
la semejanza.

PT :tangentea la circunferencia en !

.

T
Figura 1.33

11 Valerio y Asuncion son dos detectives que
estin mirando el bosquejo de la figura 1.34
del sitio donde un grupo de jovenes
desaparecio sin alin grandes explicaciones.

Carretera 1

Carretera 2

Figura 1.34

“iAh! Estas son las dos carreteras paralelas
que se unen entre si por los puentes”,
indica Asuncién. “Ademds que estos
puentes se intersecan, pero no lenemos
toda la informacién de distancias”, agrega
Valerio.

Conforme al relato, responde:
a. ;Cudl es la medida de X e Y?
b.Los detectives sospechan que esta

desaparicion ocurrié en el puente mds
largo. ;Cuadl es la longitud de este?

Indicadores
Criterios de evaluacidn de lo .
ElTSEl

Puedo explicar cuando dos figuras geométricas
son congruentes

Puedo explicar los criterios de congruencia

de triangulos

Sé explicar cuando dos figuras geométricas son
semejantes

Puedo explicar los criterios de semejanza

de tridngulos

Puedo explicar la diferencia entre congruencia
y semejanza

Entendi los ejercicios resueltos en esta seccion
Pude resolver correctamente los ejercicios
propuestos en esta seccion

Siobtuvistesoloindicadores(+), {Felicitaciones!;
si obtuviste algunos signos (+/-) y (=), realiza
un esquema con el listado de los conceptos
que no fueron aprendidos con su definicién.
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Proporcionalidad y funciones

Estudiards en este toma

* Andlisis de
representaciones (aréficas,
tabulares y algebraicas)
que corresponden a
una misma situacidn,
Identificacidn de las
que corresponden
& una relacion de
proporcionalidad.

Representacidn tabulary
algebraica de relaciones
de variacidn cuadrdtica,
identificadas en diferentes
situaciones y fenémenos
de la fisica, la biologia,

la economfa y otras
disciplinas.

Observa el siguiente plano del primer piso de una casa:

y(m)
A
8 T
\N Comedor i
]
1 Sala de estar
1
6 i
:
Codina —
B e
Entrada
Bafio de
huéspedes
2 L 1
Estacionamiento [ Estudio
L <
1 1 »x{m)
0 2 4 (]

Y para comenzar...

De acuerdo al plano dado y considerando los ejes x e y del plano cartesiano
como se muestran, responde individualmente:

1. ;Se puede afirmar que el estudio mide 2 x 2 m?
2. ;A partir de qué punto en el eje y comienza la lavanderia?

3. ;En qué punto del plano se ubica el vértice derecho y superior del
estacionamiento?

4. ;Cudles son las medidas aproximadas del largo y del ancho de la
cocina?

Luego, retinete con tres compaieros mds y comparen sus resultados,
argumenten a favor o en contra de sus resultados y los de sus compafieros.
Discutan, ;creen que es necesario determinar un sistema de coordenadas
para expresar la ubicacién de algunos elementos del plano? Justifiquen.

Si no puedes responder algunas de estas preguntas, debes repasar y
entender muy bien estos temas para el buen desarrollo y comprensién de
los nuevos contenidos que te presentamos a continuacién.

Plano cartesiano

Un plano cartesiano contiene un sistema de referencia que esta formado
por dos rectas numéricas perpendiculares. Ellas se intersectan en el cero.
Los nimeros positivos del eje x van hacia la derecha y los del eje y, hacia
arriba y los nimeros negativos del eje x van hacia la izquierda y los del eje
¥, hacia abajo. Como en la figura 1.35:

Ay
L4
I
|| 1 12 | S TN
1 cuadrante T'cuadrante
ikl i | 1 | |
- ! -
—4—3—2—1101234
Il cuadrante | -2 IV cuadrante
1-3
-4
Y
Figura 1.35

Si te fijas, el plano queda dividido en 4 partes llamadas cuadrantes,
los que se nombran con nimeros romanos y en sentido contrario a la
marcha de los punteros del reloj. Se comienza por aquel cuadrante que
queda por encima del eje horizontal y a la derecha del eje vertical.
Los ejes coordenados se llaman eje de las abscisas (x) y eje de las ordenadas
(v). Ellos no pertenecen a ningiin cuadrante.

Como el plano estd formado por puntos, la idea es poder determinar
la ubicacién de un punto en él con precisién. Para esto, nombraremos
un punto del plano segiin su posicién con respecto al origen por las dos
coordenadas que lo forman: la primera serd la de las abscisas (x) y la
segunda la de las ordenadas (y). Asi, cada punto estard definido por el par
ordenado (xy).

Mira el ejemplo de la figura 1.36 y los puntos del plano que dibujamos en
él:

by
F it

a
—1

i
B =

i
Figura 1.36
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El punto A tiene coordenadas (2,3). Para ubicarlo en el plano solo debes
colocar el lipiz en el niimero 2 en el eje x y luego subir hasta el niimero 3
en forma paralela al eje y.

Asi, las coordenadas del resto de los puntos son B:(-2,1), C:(-1,-1),
D:(5,-2),E: (1,0}, F:[0,4), G:(-4,0), H:0,-4) e (0, 0); este Gltimo se llama
origen del plano cartesiano,

Podemos generalizar algunas ideas aqui con respecto a los puntos y a
los cuadrantes:

* Todo punto en el | cuadrante tiene ambas coordenadas positivas.

* Todo punto en el II cuadrante tiene la abscisa (coordenada de las x)
negativa y la ordenada (coordenada de la y) positiva.

* Todo punto en el Il cuadrante tiene ambas coordenadas negativas.

* Todo punto en el IV cuadrante tiene la abscisa positiva y la
ordenada negativa.

* Todo punto que estd en el eje de las abscisas tiene ordenada cero.
* Todo punto que estd en el eje de las ordenadas tiene abscisa cero.

- Habilidades por desarrollar: caracterizar - determinar.

1 Ubicar en un plano cartesiano los puntos

A:(1,3); B: (-2,5); C: (3,-2); D: (-3,-1); E: (-1, 0); F: (0, -3)

2 Dados los puntos del plano de la figura 1.37, determina las coordenadas

de cada uno.

FanN
(| | 3
LA n
5] )
E | il i
4 -3 -2 -1 1 3 4 x
- -4 .u .|__]. -
Ll o8
!us E
| o
|y
Figura 1.37

-

|l Si quieres saber mas sobre este tema, puedes buscar en el
siguiente link, recuperado, octubre 29, 2013, de:

b oa.. http:fldeb.fi-c.unam. mx/cerafin/bancorec/capsulasmatematicas/

simetria.pdf

Representaciones de una relacién
entre dos variables

A Francisco le gustaba mucho revisar la pagina del banco de México. En
ella podia enterarse de la economia de su pais. Algunas veces miraba los
grificos. Para él era mas ficil comparar al momento de hacer un anadlisis.

Hoy se detuvo a analizar el grifico de la figura 1.38, que muestra
informacién sobre el precio del délar basada en el cambio con nuestra
moneda nacional.

Indice del tipo de cambio real

i 402
.+ 193

Feb2006  Mac2007  Abr2008  May 2009 | Jun 2010 ;IuJZGil ..‘\.g,::u"!ﬂ';lz‘I

l indice del tipo de cambio real.
Figura 1.38

Los graficos nos ayudan a obtener de manera mds sencilla informacién de
las variables involucradas. Por ejemplo, en este caso, si las variables son el
precio del délar, en funcién del nimero de pesos mexicanos a los que
equivale.

Estudiemos con mds detalles algunas relaciones matematicas importantes.
Lo primero que debemos decir y recordar es que dadas dos variables que
se relacionan entre si, existe una que se llama variable independiente (varia
por si sola, generalmente llamada x) y otra que es la variable dependiente
(varia segiin lo hace la variable independiente, generalmente llamada y).
Una relacién entre estas dos variables (dependiente e independiente) se
puede representar de tres maneras distintas: algebraicamente,
tabularmente y graficamente,

Analicemos la siguiente situacién: “Maria, que tiene una torteria, le da
a José 2 pesos por cada torta de jamén que él venda en su oficina”.
Podemos acd establecer una relacién entre el dinero que recibe José y el
niamero de tortas que venda. Si llamamos x (variable independiente) al
nimero de tortas e y (variable dependiente) al dinero recibido, podemos
anotar que: y = 2x. A esta forma de anotar la relacién la llamaremos Forma
algebraica.

Tema 3*B1
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También podemos confeccionar una tabla que represente la situacién para
varios casos:

X
Ndamero de tortas vendidas

1

2
3
4

A esta forma la llamaremos Forma tabular,

Por altimo, podemos representar la informacién mediante un gréfico,
valiéndonos del plano cartesiano. Ubicamos los valores de la variable
independiente en el eje horizontal (x) y la variable dependiente en el eje
vertical (y). Luego ubicamos los puntos de la tabla anterior, como se
muestra en la figura 1.39:

4 Dinero recibido (pesos)
Bt ! ' 4 + 4
. 5 |- 1 =
L ¢C 1! 1
| g1 et
L4t §B I
ol 4
1
o | R | =
B 01 2 3 4 %5 6 7 8 9 10 11°
N i 7 Tortas vehdidas

Figura 1.39
A esta manera de representar una relacién se la llamard Forma grifica.

Nota que este grifico solo se representard a través de puntos debido a que
no se venden 1.5 tortas, por ejemplo. Sin embargo, si uniéramos los puntos
para tener una grdfica, la linea obtenida seria una recta que pasa por el
origen. Esta variacion es directamente proporcional, y corresponde a una
linea recta que pasa siempre por el origen.

Representemos ahora tabular y graficamente (figuras 1.40 y 1.41) las
siguientes relaciones:

l.y=4x-5
-2 -13
-1 -9
-5
1 -1
3
Figura 1.40

B | & | g nl';ﬁ 4 6 8

Figura 1.41

Observa que este grifico tiene una forma similar al gréfico de la figura
1.39, pero esta no pasa por el origen del sistema cartesiano, como si
pasaria la del caso anterior si uniéramos los puntos. Hablamos aca
entonces de una variacién de tipo lineal.

2. y=% donde x solo puede tomar valores positivos. (Nota que para el
valor 0 no se podra calcular el valor de y).

1 3
2 1.5
3 1
4 0.75
5 0.6
Aly |
gl
74
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Recuerda y registra...

La variacion directamente
proporcional es un caso
particular de las variaciones
lineales, puesto que para
una variacion lineal, su
representacidn es una recta
que no pasa por el origen,
lo que si ocurre con una
variacion directamente
proporcional.
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Estamos aqui frente a un problema de proporcionalidad inversa, pues
mientras mayor sea el valor de la variable x, menor valor tomara la variable y.

Analicemos un poco mds las relaciones directamente proporcional e
inversamente proporcional:

* y=Ikx donde x es un nimero cualquiera. Recordaris de grados
anteriores que ella representa la relacién entre dos cantidades
directamente proporcionales (x e y). Por lo tanto, cada vez que una recta
pasa por el origen del sistema cartesiano, esta representard cantidades
directamente proporcionales.

% y=x£, donde k es un niimero cualquiera y x toma valores positivos.
Podemos escribirla también como xy =k, y esta es la caracteristica de
dos cantidades que se relacionan de manera inversamente proporcional
(el producto de ellas es constante).

s Puedes revisar este tema en el siguiente link.
‘ Recuperado, enero 6, 2013, de:
hitp:/ fwwiw.thatquiz.org/es/previewtest?KIM/Z/1/88201331377383

~ Ademas, este interesante link que se presenta a continuacion, te
servird para repasar y ejercitar el tema sobre variaciones
proporcionales, recuperado, octubre 29, 2013, de:
hitp:f{portalacadentico.cch.unan.mx/alumnofaprende/matematicas1/
variacionproporcional

v

Ahora bien, si tenemos una relacién que “eleva el nimero al cuadrado y
luego le suma 1%, ;cémo se representaria esta relacion?

Algebraicamente: y =x* + 1

Tabularmente: Tomamos algunos valores de x, cualesquiera, tratando de
abarcar positivos y negativos y calculamos el valor de y.

T S e
-2 5
-1 2
0 1
1 2
7 5

Veamos otro ejemplo. Hugo estd jugando en su casa y desde el segundo
piso deja caer una pelotita y cuenta los rebotes. Su hermano, que lo estd
mirando, se acuerda de pronto que el ano anterior estudio la caida libre de
los objetos en fisica. “Mmm —dijo-, yo podria calcular la altura que hay
desde el segundo piso si solo midiera el iempo que se demora en caer la
pelotita...”. Cuando su hermano la solté nuevamente, la pelotita demoré
0.8 segundos en llegar al suelo.”Ya recuerdo, la férmula que usabamos era
d=c- 2",

Ahora dime ti:
a. ;Qué representan d, c y t?

b. ;Qué clase de relacion existe entre d y t?
¢. Representa tabularmente la relacion dada.

Respondamos las preguntas:

a. d es la distancia recorrida por la pelotita; ¢ es la constante involucrada
en este movimiento, que tiene relacién con la aceleracioén de gravedad
de la tierra y que es aproximadamente 5 %, ¥ t es el tiempo que se

demora la pelotita en llegar al suelo. e

b. Las variables d y t se relacionan mediante una variacién cuadratica, ya
que la variable t (variable independiente) estd elevada al cuadrado.

c. Construyamos la tabla que represente la distancia en funcién del
tiempo tomando algunos valores para el tiempo. Nota que en este
problema no tiene sentido tomar valores negativos para la variable
independiente (tiempo).

0.2 0.2

0.4 08

0.8 3.2

1.2 i

1.6 128
PROBLEMAS RESUELTOS

1. Marcela sabe que para recorrer la distancia de Ciudad de México a
Tlaxcala demorara 1 hora, aproximadamente, si va a 115 km/h de
manera constante. ;A qué distancia se encontrard Guadalajara de
Ciudad de México si Marcela se demoraria aproximadamente 6 horas
en llegar alld, conservando esta misma velocidad? ;Qué relacion existe
entre la distancia y el tiempo cuando la velocidad es constante?
¢Podrias escribir en forma algebraica la relacion de las variables
distancia y tiempo en esta situacion? ;Podrias representarla
graficamente?

SOLUCION

Procedimiento: A mayor tiempo que emplee en recorrer cierto tramo a
la misma velocidad se recorrerd mayor distancia en forma proporcional.
Hagamos una tabla que represente la variacién de la distancia en funcién
del tiempo con los dates dados para una velocidad constante
de 115 km/h.

Tiempo (t, en horas) Distancia (d, en km)

1 115
(7] 690

Algebraicamente: d = 115 - t (debe ser de la forma y = kx. En este caso lo
que se mantiene constante es k y debe serigual a 115).

Tema 3*B1
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En la figura 1.43 se ve su forma gréfica:
d 1

I Y
800

7004

Figura 1.43

2. Mensualmente una compaiiia vende x unidades de un determinado
articulo a p pesos cada uno, en donde la relacién entre p y x (precio y
niamero de articulos vendidos) estd dada por la siguiente ecuacién:
p = 500x

(Cuantos articulos debe vender para oblener unos ingresos de 12500
pesos?

SOLUCION

Procedimiento: Partimos de la siguiente ecuacién de economia.

Ingreso = Precio de venta x Niumero de articulos vendidos

Datos suministrados

Ingreso = 12 500 pesos

Precio de venta = p = 500x

Numero de articulos vendidos = x

Sustituimos estos datos en la ecuacién de economia, lo que nos da una
ecuacion cuadritica.

(Puedes dar ti obtener esta ecuacién y dar su respuesta? Justifica cada
paso realizado.

Luego, Se deben vender
ingresos.

— articulos para obtener 12 500 pesos de

Y para finalizar...

Organicense en grupos de cuatro integrantes y creen una situacién
cotidiana que se pueda modelar mediante alguna de las representaciones
graficas aprendidas, elijan a un representante de tu grupo para exponer,
justificar y defender, si es necesario, ante el resto de la clase la situacién
modelada, quienes deberdn también validar o refutar la situacién
planteada y la ecuacién que la modela. También, a partir de la situacién
creada, deben dar ejemplos de su uso utilizando distintos valores.

Comprueba tus conocimientos Tema 3

I. Lee atentamente la informacién dada vy
completa con V (verdadero) o F (falso), segin
corresponda, sobre el segmento punteado.

1__ La forma algebraica y=5x*+4
corresponde a una variacién cuadritica.

2 y=-—8x+03esun ejemplo de variacion
lineal cuyo valor de b es negativo.

3 La variacion y =+ se llama variacién
inversa.
1 Cada vez que una recta pasa por el

origen del sistema cartesiano, esta
representa cantidades directamente

proporcionales.

5 En la proporcionalidad inversa la
variable independiente divide a un
numero.

I Justifica cada alternativa del ejercicio anterior
que hayas encontrado que es falsa.

I11.Resuelve los siguientes ejercicios.

1 Dada la siguiente representacién gréfica,
figura 1.44, y conforme a los puntos
destacados en ella:

=

e
e
o

"-h-%-'zq GN

=5 Il Ll e, Lol B L

L
Figura 1.44
a. Haz la representacion tabular respectiva.

b. Escribe la representacién algebraica
correspondiente.

2 Considera la siguiente forma algebraica:
y=—05%x%+5:
a. Confecciona la representacién tabular
completando la siguiente tabla:
=7
-1

b = D

b. Encuentra un par de puntos cuya ordenada
sea -45,

3 En cada una de las siguientes férmulas, que
son formas algebraicas de algunas variaciones,
remplaza x por 1, 2, 3, 4, 5, .., y anota tus
resultados en forma de una secuencia.

a.y=8t b.y=x cy=x+4 d.y:-}

1 — No sé qué relacién se puede establecer
entre la longitud de estiramiento de un
resorte x con el peso F aplicado sobre €l en
uno de sus extremos. Observé que un resorte
se estira 3.6 cm con una carga de 908g -me
comenta mi primo Erasmo-

-Primo Erasmo, ;has probado medir cuinto

se estira si reduces la carga de la pesa a la

mitad?

-5i, es 1.8 cm aproximadamente y cuando

apliqué una carga de 227 gm, se alargé 0.9 cm.

De acuerdo a la informacién anterior, te

pedimos que:

a. Hagas una representacién tabular.

b. Confecciones un grifico de la situacién e
indiques a qué tipo de variacion se hace
alusién.

¢. Escribe la forma algebraica respectiva.

B
Criterios de evaluacidn de logro |}
By

Identifico una gréfica dada con su

representacion algebraica

Distingo diferentes tipos de variaciones.

Represento algebraica y tabularmente

una variacion cuadrdtica
Si obtuviste en todos los indicadores (+),
jfelicitaciones!; si obtuviste algunos signos (+/-} y
(<), realiza un resumen que te permita identificar

cada representacion.
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Nociones de probabilidad

* Conocimiento de la escala
de la probabilidad.

+ Andlisis de las
caracteristicas de eventos
complementarios y eventos
mutuamente excluyentes e
independientes.

Lee el siguiente relato:

En Guadalajara, los alumnos deben presentar un examen para ingresar a
una escuela del nivel medio superior. El ingreso de cada alumno depende
del nimero de aciertos que obtiene en el examen: Para ser aceptado se
necesita contestar correctamente 20 reactivos o mads; para simplemente
ser aceptado, aungue sea en otra escuela, se necesita obtener al menos 13
aciertos; y si se contestan correctamente 12 reactivos o0 menos, no se puede
ingresar a ninguna escuela.

El examen para el ingreso consta de 25 reactivos; cada reactivo tiene
cuatro opciones, de las cuales sélo una es correcta.

Y para comenzar...

Crees que si un alumno contesta todo el examen al azar, ;podra entrar a
la escuela que prefiere?, ;jentrard a cualquier otra escuela? o jno ingresard
a ninguna escuela?

Matemidticamente, ;qué es la probabilidad de un suceso?

Determina las siguientes probabilidades de forma individual y luego
discute con otro compafero ambos resultados, argumentando a favor o en
contra de tus resultados y los de tu compafero, segtin se requiere en cada
pregunta:

1. Si un alumno contesta 20 reactivos de forma correcta, ;qué probabilidad
obtiene? Justifica tu procedimiento.

2. ;Qué probabilidad se debe obtener para ser aceptado en la escuela que
se prefiere? ;Y para entrar a cualquier otra?

3. Si un alumno obtuvo una probabilidad de 0,5, ;logra entrar a alguna
escuela? ;Por qué?

3.5i un alumno obtuve una probabilidad de 0,6, jcuintas preguntas
correctas obtuvo? Explica el método empleado para obtener este valor.

4 ;Cudntas preguntas correctas deben ser respondidas para obtener una
probabilidad de 0,9?

5. ;Es posible obtener el niimero de respuestas correctas dadas en el
resultado anterior? ;Por qué? Explica detalladamente.

Es importante que refuerces los contenidos aprendidos en grados
anteriores sobre este tema, pues te ayudardn a lograr una mejor
comprension de los nuevos temas que aprenderas a continuacion.

Escala de probabilidad y relacion
entre sucesos

-Un dia de estos me ganaré la loteria —~decia en voz alta Barbara, mientras
terminaba de hacer el aseo de su casa.

-Mamad, ;realmente crees que eso es posible?, vo creo que ni siquiera es
tan probable.

—jAy, Pedro! th siempre tan poco optimista,

-Mamd, no te apenes, yo no queria que dejaras de sofiar —dijo Pedro-. Es
solo que ganarnos la loteria no es muy ﬂm"ﬁgﬁ@ en verdad. Tal vez
podriamos pensar en algo que fuera mds posiblé que obtener dinero en
un juego de azar.

-5i, hijo, tienes razdn, pero sofar no cuesta nada, Ademds, todos sofiamos
con ganar la loteria alguna vez. No te preocupes, no estoy triste.

Ahora piensa ti en los siguientes sucesos: “Sacar un nimero par al lanzar
un dado de seis caras”, “obtener sol o dguila al lanzar una moneda®,
“extraer una bolita negra de una caja que contiene bolitas rojas y blancas”,
“elegir una nifia de un grupo de 12 nifias y 2 niitos”, “ganarse la loteria”.

* :Son todos igualmente probables? Retinete con otro compaiiero y
explicale el criterio adoptado para dar tu respuesta.

» ;Podrias ordenarlos, segiin la probabilidad de ocurrencia, de mayor a
menor? Compara y justifica tu respuesta con tu compafero.

Cada vez que hacemos un orden de este tipo, estamos utilizando una
escala de probabilidad, que ordena los sucesos segilin sean mas o menos
probables. Como cada uno de nosotros podria tener su propia escala, hay
ciertos criterios que se han acordado. Asi, la escala que usaremos es la
siguiente, segtin el valor de la probabilidad que tenga un suceso:

Frobabitidad de el Ubicacién en La escala de probabilidad
{en porcentaje)

0 Su ocurrencia es imposible
10,25] Su ocurrencia s remotamente posible
125,50 Su no ocurrendia tiende a ser mds posible que su ocurrencia
50 Su ocurrencia es igualmente posible que su no ocurrencia
150,75] Su ocurrencia tiende a ser mds posible que su no ocurrencia
175,100] Su ocurrencia es muy posible
100 Su ocurrencia es sequra

Pﬁha’h;[é suceso que posee buenas razones para creer que se verificard o sucederd.
ile: evento que puede ser o suceder.

Tema 4 * B1
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Existen cuatro tipos de
intervalos. Estos son:

* |ab] cerrado: Ambos
nimeros limites, ay b,
pertenecen al intervalo.

]

a,b | abierto por la derecha:
El limite de la izquierda
(limite inferior) pertenece al
intervalo, pero el limite de la
derecha (limite superior) no.

| a.b] abierto por la
izquierda: EL limite de la
izquierda (limite inferior) no
pertenece al intervalo, pero
el limite de la derecha (limite
superior) si.

| &b | abierto: Ninguno
de sus limites, nianib,
pertenecen al intervalo.

PROBLEMAS RESUELTOS

1. Adelaida tiene una caja con fichas numeradas del 1 al 30. Con su amiga
han inventado un juego. Una de ellas sacard una ficha de la caja. Si esta
es un nimero multiplo de 6, entonces le entregard a la otra un peso. De
lo contrario, ella recibird un peso. Luego le tocard el turno a la otra, pero
antes deberan devolver la ficha extraida la primera vez Si parte
Adelaida, jqué tan probable es que ella deba darle un peso a su amiga?

SOLUCION

Procedimiento: Calculemos primero la probabilidad de extraer un niimero
que sea mdltiplo de 6. Existen 5 multiplos de 6: 6,12, 18, 24 y 30, de los 30
niimeros que hay en la caja,

esto es, P(miltiplo de 6) = -~ 017 = 17%.

Segun nuestra escala de probabilidad, es remotamente posible que
Adelaida le dé un peso a su amiga.

2. Luis ha confeccionado un dado de veinte caras, un poco distinto a los
convencionales. 5i al lanzar el dado se debe obtener miltiplo de 3 o
niimero primo para seguir en competencia ;qué tan probable es que al
lanzarlo efectivamente siga en competencia?

SOLUCION
Procedimiento: La probabilidad del suceso que se quiere, llamémaoslo
A, sera:

T . -
PUA) =5 =5 =07 =70%
Por lo tanto, segiin nuestra escala de probabilidad, es mas probable que
Luis siga en competencia, que no lo haga.

Supongamos ahora que al lanzar un dado cualquiera queremos calcular la
probabilidad de que el resultado obtenido sea un nimero menor o igual
a dos. Entonces, escribiremos que:

Presultado <2) = g. Ahora bien, ;cudl serd la probabilidad de obtener un
ntiimerc mayor que 27 Esta sera: Plresultado >2] ==, Si te fijas, hay aqui
dos situaciones importantes de analizar y pensar.

La primera es que en el contexto de los dados (en el mismo universo) uno
de ellos es el contrario del otro. A este tipo de sucesos se les llama Sucesos
complementarios.

La segunda es que la suma de las probabilidades de ambos sucesos es 1
(va que completan todas las posibilidades de ocurrencia).

Intemals: subconjunto de nimeros reales.

L Para saber mds puedes ir a estos sitios en la web.
Recuperados, enero 10, 2013, de:

[ T hitp:/fwww.aulafacil.com/CursoEstadistica/Lecc-17-est. hitmit
hittp:ffwww.amschool.edu.sv/paesieé. itm
hittp:ficiberconta. unizar.es/LECCION/probabil/INICIO.HTML

Pensemos un poco mas. S5i miramos estos sucesos complementarios,
uno excluye la ocurrencia del otro. ;Habrd otros sucesos similares sin
necesariamente ser complementarios?

En efecto, es posible. Pensemos en las bolas de colores en una caja.
La ocurrencia de salir amarilla excluye la ocurrencia de salir de otro color,
pues no puede ser que al extraer una bola de la caja, esta salga,
por ejemplo, amarilla y azul al mismo tiempo.

Diremos entonces que cuando existen dos o mds sucesos en que la
ocurrencia de uno de ellos excluye la ocurrencia del otro o de los otros,
entonces ellos se llamardn Sucesos mutuamente excluyentes.

Nota que todo par de eventos complementarios son también mutuamente
excluyentes (pues no pueden producirse al mismo tiempo).

Lee ahora, con atencién, el siguiente problema: “Sara ha ido a la casa de
unas amigas. Alli jugarin hoy 'dado y moneda’, un juego que han
inventado hace algin tiempo. En cada partida, cada una coloca algiin
adorno pequeiio (ya sea personal o para la casa) en el centro de la mesa.
Una de ellas tira un dado y una moneda, si logra obtener un seis en el
dado y una cara en la moneda, se lleva los objetos del centro de la mesa.
Si no, el turno de tirar es de la persona que estd a su derecha. Cuando
alguna se lleva los objetos del centro de la mesa, es tiempo de que todas
vuelvan a colocar nuevos objetos. El juego termina cuando se terminan los
objetos o cuando se aburren”.

Fijate en los sucesos involucrados.

¢ ;Cuidles son?, ;qué puedes decir de ellos?, ;que ocurra uno afectara
i é é
en que ocurra el otro?

Veamos. Los sucesos involucrados son “lanzar un dado” y “lanzar una
moneda”. Estos son sucesos distintos; ellos tienen diferentes espacios
muestrales y la ocurrencia de uno de ellos no depende de la ocurrencia del
otro. A este tipo de sucesos se les llama Sucesos independientes. (Justamente
porque la ocurrencia de uno no depende de la ocurrencia del otro).

Tema 4 * B1

Recuerda y registra...

Un suceso es complementario
de otro si es el contrario de
este, y ademads si la suma de
las probabilidades de ambos
sucesos es 1.

Dos o méds sucesos son
mutuamente excluyentes
cuando la ocurrencia de uno
de ellos excluye la ocurrencia
del otro o de los otros.

Sucesos independientes

son aguellos con distintos
espacios muestrales, en que
la ocurrencia de uno de ellos
no depende de la ocurrencia
del ofro.
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Ahora, ejercitaremos el contenido sobre los distintos tipos de sucesos,
pare ello, reilinete con tres compaiieros, discutan y decidan el tipo de
suceso involucrado. Expliquen en cada caso su decision.

1. Una persona debe extraer un nlimero de una urna y lanzar un dado.

Sila persona lanza el dado y luego extrae de la urna el nimero, ;influird
el primer acontecimiento en el segundo acontecimiento realizado?
Explica.

Por lo tanto el suceso es de tipo

2. Marisol da un examen en una de las materias de su carrera. Obtener o
no una calificacién sobre 7.

Si Marisol obtiene una calificacién sobre 7, ;es posible que en el mismo
examen ubteng& una calificacion bajo 7?

Por lo tanto el suceso es de tipo

3. En una convencién de médicos realizada en Cuernavaca, asisten 95
cardidlogos, 24 oncélogos, 33 pediatras y 65 geriatras. Al nombrar dos
personas al azar, que una de ellas sea geriatra y que la olra sea
cardislogo.

Si una de las personas es cardiblogo, ;puede tener otra especialidad?
;Por qué?

Por lo tanto el suceso es de tipo

Y para finalizar...

Haz una lista de 10 eventos de situaciones que podrias vivir en una
semana y clasificalos segiin la escala de probabilidad estudiada. Luegpo,
retinete con no mds de tres companeros e intercambien y discutan sobre
las situaciones enunciadas; tanto sobre la clasificacion dada a cada uno de
ellos, asi como el criterio utilizado para darle esta clasificacion. Argumenta
a favor o en contra de tus resultados y los de tus companeros y elijan a un
representante para que comunique una situacién de cada integrante del
grupao, su clasificacién y su justificacién al resto del curso.

Comprueba tus conocimientos Tema 4

I. Frente a cada una de las siguientes
afirmaciones, coloca V (verdadero) o F (falso)
segiin corresponda.

1 Hay sucesos en que la ocurrencia de
uno no influye en la ocurrencia del
otro.

2 Para que un suceso sea muy posible

que suceda, en la escala de
probabilidad debe encontrarse en el
intervalo |50,75] de porcentaje.

3 Puede haber sucesos que sean
mutuamente excluyentes pero no
complementarios.

4 La posibilidad de que al lanzar un

dado de diez caras, numeradas del 1 al
10, aparezca cualquiera de ellos es
muy remota.

5 Una escala de probabilidad ordena los
SuUCesos seglin sean mas 0 menos
probables.

II.Resuelve los siguientes ejercicios:

1 Juan dice que para él es posible que no
ocurra que al lanzar una moneda de un
centavo al aire salga cara y cruz a la vez,
pero al lanzar dos monedas, si ocurre,

a. ;A qué tipo de sucesos se refiere“que no
puede salir cara y cruz a la vez al lanzar
una moneda”?

b. ;Por qué no es completamente correcto
decirque“al lanzar dos monedas, si ocurre”?

2 Rosalba estd viendo una pelicula por la TV.
Escuchemos junto a ella algunos segmentos
de didlogos:

—iTe subes al tren o no, querida!

—iY¥ Candelario! No lo haré. Ademds que
cada vez que discutimos antes de abordarlo,
algo malo nos pasa...

—-No digas bobadas, querida Nélida, no hay
ninguna relacion entre nuestras discusiones
y lo que fortuitamente nos pase.

-Mientes. Tid no siempre tienes toda la
razon.

La mayoria de las veces te equivocas y nolo
reconoces.

-No te enfades... jbien sabes que me es
imposible dejar de quererte!

Ahora bien, dejemos a Rosalba y Candelario,
y conforme a esta platica, responde. ;Qué
tipo de sucesos son:

a. “tener una discusion y suceder algo
malo”?

b. “subir al tren” 0“no subirse al tren”?
c. Di un suceso seguro.

3 Esperanzay su companera estan repasando
su clase de Matematicas. Lamentablemente,
no entienden muy bien la diferencia entre
los tipos de sucesos que han estudiado.
Ayiddalas ta.

a. Recorddndoles lo que son sucesos
independientes y mencionando alguno.

b. Dando un ejemplo en que se diferencien
los sucesos mutuamente excluyentes de
aquellos que son complementarios.

¢. Y, de igual manera, sugiriéndoles un
ejemplo en que dos sucesos no sean
independientes para que ellas busquen
mads.

Indicadores
Criterios de evaluacion de logre
|+ /-] - ]

Puedo explicar lo que es una escala de
probabilidad

Puedo explicar como y en qué se usa una
escala de probabilidad

Puedo explicar cudndo dos sucesos son
mutuamente excluyentes

Puedo explicar cudndo dos sucesos son
complementarios

Entendf los ejercicios resueltos

Pude resolver correctamente los ejercicios
propuestos

Debes hacer nuevamente los ejercicios o volver
a repasar los conceptos en los que has marcado
+/-olos temas mas débiles. Consulta tus dudas

con tu maestro(a) o companeros(as).
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Analisis y representacion de datos

* Disefio de una encuesta
o un experimento e

identificacién de la
poblacidn en estudio.

* Discusidn sobre las formas
de elegir el muestreo.

* Obtencidn de datos de una
muestra y bisqueda de
herramientas convenientes
para su presentacién.

En internel, en la piagina del Instituto Nacional de Estadistica y Geografia se
encontrd la informacion de la figurn 1.46.

30

i.

_ 1990 | 2000 = 2010 2012 |

Fuente: Indicadores Sociodemograficos de México (1930 - 2000)
sobre esperanza de vida segtn sexo, 1990 a 2012,

Figura 1.46

\ 1970

Y para comenzar...

Retnete con dos companeros mds y respondan, argumentando y

justificando entre si sus respuestas:

1. De acuerdo a la informacién entregada por la grifica, ;es posible decir
que la esperanza de vida de la poblacién mexicana ha aumentado mds
del doble en el altimo siglo, aproximadamente? Justifica tu respuesta.

2. ;Esta esperanza de vida ha aumentado mds en hombres o en mujeres?
Explica.

3. ;Entre qué aios, el aumento de la esperanza de vida ha sido mds
rapida? Justifica.

4. ;Entre qué anos, el aumento de la esperanza de vida ha sido mas

constante? Justifica.

Discute y argumenta sobre los posibles factores que han influido en

este aumento.

Segtin la informacién visual proporcionada por el gréfico, ;crees que si

analizdramos los datos para el aiio 2050,1a esperanza de vida nuevamente

se duplicaria? ;Por qué?

{Qué tendencia se visualiza en este grifico, constante o de crecimiento

rapido?

=

-

A

Es necesario que repases y refuerces los contenidos ya estudiados
anteriormente con respecto al analisis y la representacion de datos, pues
te servirin para abordar de mejor manera los nuevos aprendizajes.

Encuestas, poblacion y muestra

-Yo sé -decia Alonso- cémo representar datos en tablas y graficos,
sé también cémo calcular la media o promedio de un conjunto de datos.
Y ademads sé que cuando nos muestran los resultados de una encuesta,
estos se utilizan para decidir determinadas acciones.

-Bueno -le respondia su papa- y entonces, ;qué no sabes?

-No sé, papd, cdmo se confecciona una encuesta ni cémo se eligen las
personas a las que se les pregunta. Lo que es a mi, nunca nadie me ha
encuestado y por ahi andan diciendo que “en México, en los ultimos 12
meses, solo 27% de la poblacién ha leido un libro; 86% nunca ha ido a
una exposicién; 43% no conoce una biblioteca”(Diario el Universal).

;Como se disefia una encuesta?
Todo parte con algiin tema que tenga relacion con la opinién o
comportamiento de las personas o con algtin experimento por realizar.

Para el primer caso mencionado necesitamos confeccionar una encuesta
que las personas puedan contestar y para el segundo, debemos determinar
las condiciones en las que se realizara el experimento.

Enfoquémonos en la encuesta que recoge datos de opinién o
comportamiento de las personas. Los pasos para su disefio serdn:

¢ Definir el tema sobre el que se quiere averiguar: Este debe ser acotado
y especifico. Mientras mas claro sea este, es mas facil dirigir las
preguntas y definir las variables involucradas. Por ejemplo, se desea
averiguar el comportamiento de la poblacién del municipio de Pueblo
Nuevo del estado de Guanajuato con respecto al consumo de cigarrillos:
La edad en que se comienza a fumar, la cantidad de personas que lo
hacen, el niimero de cigarrillos que consumen al dia, el porqué fuman
el dinero que invierten al mes en cigarrillos, etcétera.

* Definirlas variables involucradas: Cada una de las preguntas especificas
que se han planteado sobre el tema define una variable en estudio. En
nuestro ejemplo anterior, las variables serian: edad en que se comienza
a fumar, nimero de cigarrillos consumidos diariamente, razén por la
que se fuma, cantidad de dinero gastada al mes en cigarrillos, etcétera.

Nota que algunas de estas variables se miden numéricamente (como la
cantidad de cigarrillos que una persona fuma al dia: 1, 2, 3, etcétera.) y
otras se miden a través de conceptos (como el ser fumador: si 0 no).

A las primeras se les llama variables cuantitativas y a las segundas se
les llama variables cualitativas.

LS

Visita el siguiente link en el que se expone una forma particular de
| encuesta, como es la entrevista, recuperado, octubre 29, 2013, de:
Fomm.) http://www.uaeh.edu.mx/docencia/P_Presentaciones/prepad/
investigacion/investigacion. pdf
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* Definir las preguntas que compondrén la encuesta: Estas deben ser, en
lo posible, de respuesta cerrada, es decir, la persona debe elegir entre
las alternativas dadas. De esta manera se evita un universo muy amplio
de respuestas y, por lo tanto, dificil de cuantificar y analizar. Las
preguntas deben tener un vocabulario adecuado y ficil de entender. Por
ejemplo:

1. ;Usted fuma?
a. Si.
b. No.
Nota que la variable es cualitativa y la respuesta no necesita de
escalas o rangos posibles de medicion.

2. ;A qué edad comenzd usted a fumar?

a. Entre 8 y 12 afios.

b. Entre 13 y 17 afos.

c. Entre 18 y 22 aios.

d. Entre 23 y 27 anos.

e. Otra (especifique) ...
Nota que aqui la variable es cuantitativa ¥ su manera de ser medida
es en intervalos.

3. ;Usted se considera...
a. fumador ocasional?
b. fumador frecuente?
¢ fumador habitual?
Nota que esta variable es cualitativa, pero su respuesta estd graduada.
La llamaremos escala nominal,

4. ;Cudntas personas en su casa fuman sin contarlo a usted?
a. 0
b.1
c 2
d.3
e. Otro (especificar)

No importa el niimero de preguntas que tenga la encuesta. Lo importante
es que abarque todas las posibles variables que sean de interés para el
tema que se quiere averiguar. De manera que al momento del andlisis de
los datos no queden aristas que no hayan sido abordadas.

@i Hay sitios que te ayudardn a disefiar una encuesta. Algunos de
| estos son: littp:/fes.surveymonkey.com/
v Ittpe/fwwie.e-encuesta.com/index.do
Recuperados, enero 15, 2013.

5i lo que deseas es averiguar sobre los resultados de un experimento,
procederemos de la siguiente manera:

* Establecer lo que se quiere averiguar o comprobar: Este tema debe ser

poﬂble de medir a través de un experimento y generalmente responde

ip6tesis planteada. Por ejemplo, las personas del municipio de

ijaga en el estado de Chihuahua prefieren los carros blancos.
Esta serd la hipétesis.

+ Disefiar el experimento: Este experimento, que nos entregara los datos
para analizar, consistira en chequear el color de los carros en las calles.
Una posible hoja de recoleccion de datos puede ser:

Color del carro Ne de patente

- Habilidades por desarrollar: disefiar - aplicar.

Tema 5*B1

En un laboratorio se realizara un experimento sobre la cantidad de peso que es
capaz de sostener cierto resorte. ;Cual podria ser el experimento y cémo se

recolectarian los datos? ;Existe poblacion y muestra en este experimento?

;Cémo se obtienen los datos?
En la respuesta a esta pregunta subyacen dos conceptos importantisimos
en estadistica: poblacién y muestra.

Volvamos al tema inicial de la encuesta: “Se desea averiguar el
comportamiento de la poblacién del municipio de Pueblo Nuevo del
estado de Guanajuato con respecto al consumo de cigarrillos”.

Si pensamos en este tema, lo légico seria que para tener una visién
completa les preguntiramos a todas las personas que habitan este
municipio, 11169 (segin INEGI, 2010), pues esta es nuestra poblaciﬁn de
estudio. Sin embargo, esto es inviable: ademds seria muy costoso
econdmicamente y demandaria mucho tiempo, por lo tanto, lo que se hace
es escoger una muestra, parte mas pequefia de la poblacién que es la que
realmente serd encuestada.

En sintesis, la poblacién es el conjunto de todos los datos posibles de
obtener, y la muestra es un subconjunto de la poblacién.

Nota que la Ginica encuesta que se hace a nivel de pais en que la muestra
es igual a la poblacién es el Censo, que se utiliza para saber cudntos
habitantes somos y como vivimos.

HipBtesis: proposicidn que se ha hecho sobre la base de la observacion de ciertos
comportamientos, la que debe ser corroborada o refutada.
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Escogiendo la muestra
Como la muestra es una parte de la poblacion, se debe tener mucho cuidado
en escogerla, de manera que esta sea lo mds representativa posible.

Piensa en nuestro tema del consumo de cigarrillos. Si la muestra que se
elija solo considera personas de entre 8 y 15 afios, no representard a la
poblacién. 5i solo se escogen personas de una determinada parte del
municipio, tampoco representard a toda la poblacién. Si solo se seleccionan
10 personas paraser encuestadas, la muestraserd muy pequefiacomparada
con los habitantes del municipio.

Entonces, ;qué caracteristicas deberia tener una muestra para que fuera
representativa y los resultados de la encuesta fueran vilidos?

* Tener las caracteristicas fundamentales de la poblacién. Por ejemplo,
mantener la proporcion de hombres y mujeres de la poblacién,
mantener la proporcién entre estratos sociales de la poblacidn, etcétera.

* Escogida al azar: La muestra debe ser escogida al azar para no tener
sesgo. Por ejemplo, se encuestara a las personas que viven en las casas

de niimeros impares de las cuadras numeradas como pares en el mapa
de la ciudad.

* Tamaio de la muestra: Ciertamente este dependera del nimero de la
poblaci6n, y mientras mds grande sea la muestra, mds confiables serdn
los resultados que se puedan obtener y las conclusiones que se puedan
sacar. Existen férmulas matemadticas que dependen del nivel de
confianza que se quiera obtener y de las caracteristicas de la poblacién.
Estas formulas requieren saber mds matemadticas de la que ta sabes. Por
lo general, son las personas que estudian Estadistica las que las
manejan. Para que tengas una idea te mostramos aqui un cuadro hecho
del tamano, n, que debiera tener una muestra para una poblacién de
tamaifio N bajo ciertas caracteristicas que permiten un margen de error
del 3%. Recuperado, enero 17, 2013 de:
http:ffpersonal.us.esfomanzane/docencia/analisis/decs/nMuestra. pdf)

nm 100000 | 1000000 [10000000]100000000( 1000000000 |

n 10 92 517 965 1056 1066 1067 1068 l

Esto te dard una nocién del tamano de una muestra que puedas escoger.

* Debe ser accesible: Se debe tener acceso a las respuestas de las
personas. 5i se escogen personas que viven alejadas del sector donde se
estd realizando la encuesta, una buena forma seria encuestar via
telefonica, en el caso de contar con este medio. Si bien es cierto el como
se recolectaran los datos esta relacionado con la obtencién de datos,
esto se debe prever al momento de la eleccién de la muestra.

BESgo: error sistemdtico en una medicién.

;Como se obtienen los datos?
Una vez que se ha escogido la muestra y la forma como se va a llevar a cabo
la encuesta o el experimento, es momento de ir a terreno y realizarla.

Recuerda que:

* el encuestador debe ser claro al momento de explicar la finalidad de la
encuesta.

* el encuestador no puede influir en las respuestas del encuestado.

* no deben quedar preguntas sin contestar y se debe guiar al encuestado
para que sea lo mds preciso posible en caso de respuestas abiertas (por
ejemplo, aquellas en las que se debe dar una opinién).

Una vez efectuada la encuesta, comienza el proceso de tabulacién y
presentacion de la informacion.

Si lo que se realizd fue un experimento, hay que ser cuidadoso en que las
condiciones del experimento hayan sido las planteadas, de manera que los
resultados de este no estén afectados por condiciones que puedan
distorsionarlos.

;Como se presenta la informacion?

Los datos obtenidos en las encuestas o en los experimentos se pueden
presentar, fundamentalmente, de dos maneras: en forma de tablas y
graficamente. Ambas ya conocidas por ti.

En las tablas se coloca, por lo general, la variable y las frecuencias absoluta
y relativa. Los graficos pueden ser histogramas, graficos de barra,
poligonos de frecuencia, graficos circulares, etcétera., como los
representados en las figuras 1.47 y 1.48.

0.27

2 18 041

3 8 0.18

A 6 0.14
T T

[1-4] 0.44

[4-7[ 21 0.26

[7-10] 9 0.11

[10-13[ 15 0.19
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Cantidad de hermanos por persona
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Figura 1.47
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Figura 1.48
Y para finalizar...

Retinete con dos compafieros mas y busquen en diarios, revistas o internet
los resultados de alguna encuesta reciente sobre algiin tema que les
interese.

Analicenla y discutan utilizando los criterios recién aprendidos: ;qué
informacién entrega sobre su disefio: preguntas, eleccién de la muestra,
etcétera?

Luego, realicen una presentacion de los datos de esta encuesta, mostrando
los resultados que consideren mds importantes, y explicindolos ante sus
companeros de clase.

Comprueba tus conocimientos Tema 5

I. Coloca V(verdadero) o F(falso) frente a cada
afirmacidn segiin corresponda.

1 ___ La poblacién y la muestra en un
estudio estadistico siempre deben ser
de distinto tamafio.

2 La muestra debe ser escogida segiin el
tamarfio de la poblacién.

3 __ Las preguntas en una encuesta deben
fluctuar solo entre 10 y 20.

4  Mientras mds acotadas sean las

preguntas, es mds facil tabular los
datos posteriormente.

II.Resuelve los siguientes ejercicios:

1 Se desea conocer la opinién de un grupo
de personas, previamente seleccionadas al
azar, acerca de una bebida de consumo
masivo y su competidor en marca. Para
ello se ha colocado un puesto donde las
personas prueban ambas bebidas en vasos
que las hacen indistinguibles:

a. ;Es esta una manera valida de encuesta?

b. Plantea dos posibles preguntas para
formular a las personas.

c. ;Cudles son las variables involucradas
en dichas preguntas?

2 En tu curso forma grupos de mdximo 4
personas. En cada grupo escojan un tema
de interés que puedan sondear en tu
escuela. Determinen la poblacién y
muestra. Escojanlas variablesinvolucradas
enel temay disefien la encuesta. Encuesten
a la muestra escogida y luego presenten la
informacién a su curso.

Indicadores
Criterios de evaluacién - e lo t.

Puedo explicar lo que s una encuesta

Puedo explicar como se disefia una encuesta

Puedo explicar qué es la poblacidn en una
encuesta

Puedo explicar qué es una muestra

Puedo explicar qué caracteristicas debe tener
una muestra

Puedo sefalar cémo se escoge una muestra

Puedo explicar como se presentan los datos
recogidos en una encuesta

Entendi los ejemplos de esta seccidn

Pude resolver correctamente los ejercicios
propuestos

Colahoré con mi grupe de companeros cuando
trabajamos juntos

Si obtuviste en todos los indicadores (+),
ifelicitaciones!; si obtuviste algunos signos
(+/-) y (=), realiza un resumen que te permita
identificar los pasos de una encuesta.




A continuaci6n se presenta un mapa conceptual que resume las ideas mas importantes que se han

Sintesis Bloque 1

ensefiado en este bloque. Debes completarlo con los conceptos mas importantes abordados.

Son del tipo Se resuelven Sus soluciones son
Ecuaciones
= cuadrdticas
l' |
Y
Son congruentes si Son semejantes si
Congruencia y
semejanza de figuras
= geométricas
Los criterios de Los criterios de
congruencia son semejanza son
i !
Y
Se representa la forma Las estudiadas son
Variaciones
Una escala de
probabilidad es Dos eventos pueden ser
—— Probabilidad
Los pasos para disefiar Una muestra debe
una encuesta son cumplir con
= Estadistica

I. ColocaV (verdadero) oF (falso) segiin corresponda

antes de cada una de las siguientes afirmaciones:

1  La ecuacion x*—9=0 tiene dos
soluciones que son nimeros enteros.

2 Una ecuaciéon cuadritica de la forma
x*+¢c=0, donde ¢ es un nuamero
cualquiera,siempre tiene dos soluciones.

3 Dos figuras son congruentes si tienen
la misma forma y el mismo tamarfo.

1 La representacién grifica de una
variacién de proporcionalidad inversa
es una linea recta que no pasa por el
origen.

5 Si un evento tiene una probabilidad de
ocurrencia del 45%, entonces podemos
decir que su ocurrencia tiende a ser
mads posible que su no ocurrencia.

6 Los eventos “obtener una suma mayor
que 6 de sus pintas al lanzar dos dados”
y “obtener una suma menor que 6 de
sus pintas al lanzar dos dados” son
complementarios.

i En una encuesta, cada una de las
preguntas debe recoger la mayor
cantidad de informacién posible. Por
eso, es bueno que estas sean abiertas,
para que cada encuestado pueda
responder extensamente.

I1.Desarrolla los siguientes ejercicios y problemas

en tu libreta:

1 Néstor suele jugar a las adivinanzas con sus
companeros. Esta vez ¢l ha traido una un
poco diferente. —Estoy listo -le ha dicho
Diego, quien siempre ganaba.
~Muy bien —dijo Néstor- aqui va: “Si al
cuadrado del antecesor del quintuplo de mi
valor le agregaras diez veces quien soy, ya
tendrias un centenar y uno mads. jQué
nimero soy?”. Diego lo pensé por largo rato
y esta vez perdid... ;Puedes ti resolver la
adivinanza?

Comprueba tus conocimientos Bloque 1

2 Rubeén esta postulando al puesto de vendedor
de computadores. A él le han ofrecido como
salario 2 000 pesos como sueldo base y una
comision del 1% sobre el promedio de las
ventas mensuales. Realiza los siguientes
cdlculos y determina:

a. La relacién entre el sueldo (S) que recibiria
Rubén en funcién de las ventas (vi que
realice mensualmente.

b. ;Qué tipo de variacién es esta?
¢. Su representacion grafica.

3 Antonieta tiene un problema. Necesita
copiar la figura 1.49, de manera que tenga la

misma forma, pero que a la vez todas sus

medidas sean + mds grandes... Ayuda a
Antonieta con su problema.

O

Figura 1.49

Calcula la probabilidad pedida del evento: “Se
tiene una urna con 10 cuadrados de papel de
color rojo, 12 amarillos y 6 blancos. ;Cudl es la
probabilidad de extraer un papel amarillo?

(Son los sucesos mutuamente excluyentes
necesariamente complementarios? Justifica tu
respuesta y da un ejemplo.

Para la siguiente situacién, define 1a poblacién
y una posible muestra: “Se desea hacer un
estudio sobre la opinién de los habitantes del
municipio de Cumpas en el estado de Sonora
sobre el consumo de agua en la poblacién”.
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-
1 La siguiente tabla muestra el porcentaje de la poblacién de cierta ciudad que consume vegetales Evaluandonos
seglin las porciones diarias de estos.

s | e | Autoevaluacién Heteroevaluacién

204 Realiza esta autoevaluacién sobre tudesempefio | Pidele a un companero que valore si:

en este bloque, de manera responsable y
15% : iz Me
honesta, pues esta informacién te ayudard a sugieren
33% remediar y mejorar tu desempeiio. mejorar
28% % Colaboré con mis comparieros
Contenido Slo | Mefalta aportando, argumentando sobre los
logré | mejorar procedimientos que utilizaron.

12%
10% s e 3
Resolucién de problemas que Participé activamente en las
a . . - impliquen el uso de ecuaciones actividades grupales propuestas.
;Cudl consideras que seria el grifico mds apropiade para presentar esta informacién? cuadraticas sencillas, utilizando bR -
ustifica tu respuesta. ;Se podria representar esta informacién en un grifico de barras? ;Por qué? ocedimientos personales u Cuando tuve que exponer las ideas y
P e p P 1 (orq pr p
operaciones inversas. resultados del grupo, lo hice
claramente y expresando todo lo que
Construccidn de figuras congruentes el grupo requirid.
o semejantes (tridngulos, cuadrados y T
rectangulos) y andlisis de sus Expuse mis ideas claramente y
propiedades, respetando siempre la opinidn de los

demds integrantes.

o W N = o

Explicitacién de los criterios de
congruencia y semejanza de e
triangulos a partir de construcciones Heteroevaluacion

coninfarmacion detesmminads, Solicita a tu maestro que analice tu desempeiio
Analisis de representaciones y te sugiera estrategias para mejorar.

(gréficas, tabulares y algebraicas) que
2 Un caballo estd amarrado a una estaca por una cuerda de 3 metros. Si el caballo siempre da vueltas corresponden a una misma situacion.

alrededor de la estaca con la cuerda tensa, jcudntos metros recorrerd aproximadamente en 7 Identificacion de a5 que

vueltas? (Consideran =3 ) :?;pfi:g:::ill} ;:na relacién de

Representacion tabular y algebraica
de relaciones de variacién cuadrdtica,

3 Valentina ha ido de compras junto con su mejor amiga. Ella ha comprado un pantalén, una blusa y i?::lat:g‘:::; ;dﬁi“;&;:::ifg la fisica

un par de zapatos y pago por todo 2 620 pesos. Si sabemos que el par de zapatos costé el doble del la biologfa, la economfa'y otras
precio de los pantalones mas 170 pesos y la blusa costé 510 pesos menos que los pantalones, jcual disciplinas.
es el precio que Valentina pagé por sus pantalones?

Conocimiento de la escala de la
probabilidad. Andlisis de las
caracteristicas de eventos
complementarios y eventos

4 Rodolfo esti armando un juego de azar para presentarlo como proyecto de matematicas para su mutuamente excluyentes e

escuela. El ha disefiado una témbola en la que colocard bolitas de tres colores: rojo, blanco y verde. independientes.

Sli é! quiere que la _pmbabilidad de) obtene_r una bolita verde sea del 35%, ;con cudles de las i o Do e
siguientes combinaciones se obtendra lo pedido? experimento e identificacién de la

a. 50 blancas, 35 verdes y 15 rojas poblacion en estudio. Discusion sobre

. las formas de elegir el muestreo.
b. 16 blancas, 14 verdes y 10 rojas Sbbancion da datos 46 wa mbetriy
¢. 9 blancas, 21 verdes y 30 rojas bisqueda de herramientas
d. Ninguna de las anteriores (ni a, ni b, ni c) convenientes para su presentacion.

e. Todas las anteriores (a, b y ¢)




e, el alumno: |

*« Explica el tipo de transformacién (reflexidn, rotacién
o traslacion) que se aplica a una figura para obtener
la figura transformada. Identifica las propiedades
que se conservan,

* Resuelve problemas gue implican el uso del teorema
de Pitdgoras.

Estudiards en este bloque:

Tema 1: Patrones y ecuaciones
* Uso de ecuaciones cuadrdticas para modelar
situaciones y resolverlas usando la factorizacidn.

Tema 2: Figuras y cuerpos

* Andlisis de las propiedades de la rotacidn y de la
traslacion de figuras.

* Construccién de disefios que combinan la simetria
axial y central, la rotacién y la traslacién de figuras.

Tema 3: Medida

* Anélisis de las relaciones entre las dreas de los
cuadrados que se construyen sohre los lados de un
tridngulo rectingulo.

* Explicitacién y uso del teorema de Pitdgoras.

Tema 4: Nociones de probabilidad

= Célculo de la probabilidad de ocurrencia de dos
eventos mutuamente excluyentes y de eventos
complementarigs (regla de la suma).
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* 2. Con estas figuras podemos representar un polinomio cuadritico,
Pa.tIOIIES y ecuacliones seleccionando la cantidad de fichas de cada tipo, dependiendo del
polinomio que queramos representar, y construyendo formas cuadradas
. . w orectangulares, de acuerdo a unas reglas de construccién que indicaremos
Estudiards en este tema Realiza la sigquiente actividad: ]I.IESO.
e (antlnonsrtones 1. Fabrica con cartulina 5 elementos, de cada uno, representados en la

cuadréticas para modelar figura 2.1, escribe en el centro de cada uno lo sefialado: Para esto, retinete con dos compafieros mds y representa el polinomio
situaciones y resolverlas ¥* +4x + 3 utilizando para ello las fichas fabricadas anteriormente.

usando la factorizacion. ;Cudntas fichas de cada figura debemos seleccionar para esta
representacién? Discutan y justifiquen esta eleccion con su grupo.

3. Ahora, para ordenar estas figuras, ubiquen primero los cuadrados . en

forma lineal o cuadrada. Luego, ubiquen la figura &, a la derecha y abajo,
tratando de dejar el espacio exacto para ubicar la figura . Les mostramos
a continuacién, en la figura 2.2, como debe quedar esta configuracién,
para el polinomio dado anteriormente:

Figura 2.1
Fabrica el cuadrado ¥, con la medida de su lado igual a 5 cm, las medidas
de los lados del rectangulo . deben ser de 5 cm y 10 cm respectivamente y

la medida del lado del cuadrado .de 10 cm.

Asi, el cuadrado ¥ representa un cuadrado de lado 1 u, luego su area se
determina como: Area=1u-1u=1v’ El rectingulo I representa un
rectingulo de lados 1 u y x u respectivamente, por lo que el valor de su drea
serd: Area=1u-xu=xu’ por dltimo, El cuadrado . representa un
cuadrado de lado x u y el valor de su drea serd: Area=x u-xu=2x? u?

Figura 2.2
Y para comenzar... .
Observa las fi de: La factorizacién del polinomio x? + 4x+3 corresponderd al drea del
CIVALA0 Sethan Y ICORRIE rectingulo obtenido, la cual como recordards, se obtiene multiplicando
:Qué relacién hay entre la medida del lado de W i],andw de l’ .Y entre su base por su altura. ;Cudl es esta expresién? Discitanla y escribanla,
la medida del largo de i y la medida del lado de I verificindola algebraicamente.

4. Ahora, con tus compafieros de grupo elijan un polinomio, que luego
representardn y factorizardn, siguiendo todos los pasos que te hemos
mostrado. A continuacién, expénganlo y jusﬁﬂquen detalladamente al
resto de la clase.

Fara un real aprendizaje de este nuevo contenido, es necesario que
comprendas y domines los conocimientos que ya habias adquirido en
grados anteriores, pues te serin muy itiles para la comprension de este
nuevo tema.

Fackorizar: descomponer un polinomio o expresidn algebraica como el producto de otros
polinomios de menor grado.



B2 *Tema 1

Resolucion de ecuaciones cuadraticas
mediante factorizacion

-Bernardo, ;me ayudas con este problema de matematicas?
-Muéstramelo, Verénica, veamos qué podemos hacer.

-Debo construir un tridngulo, de modo que su base exceda en dos unidades
a su altura y su drea mida seis veces esta ultima... jQué enredo!

~Calma, hagamos un dibujo de la situacién; un buen bosquejo siempre
ayuda (figura 2.3).

-

X42
Figura 2.3

Ahora bien, planteemos lo que nos dice el problema:

area = 6 - altura

¢ 1
x+ 2;1: 6x (mudtiplicando cruzado (por 2))
(x+2x=12x (resolinendo el paréntesis)
x4+ 2x=12x%

—iMmm... es una ecuacién cuadrdtica, pues aparece en ella la incégnita
elevada a dos! Pero ;ahora qué hacemos? Bernardo, yo solo sé resolver
ecuaciones cuadriticas donde no aparecia la incégnita elevada a uno.
;Este es otro tipo?

—Calma, Verénica, no te apresures. Efectivamente, este es otro tipo de
ecuaciones cuadraticas. Solo pensemos y ayudémonos con mi cuaderno del
afio pasado. Aqui necesitaremos factorizar. Mira, restemos 12x para dejar
uno de los miembros de la ecuacién igual a cero. La ecuacién quedari
entonces como:

¥ —10x=0 (fuctoricemos por x {factor comitin))
xx—101=10

Ahora pensemos un poco. jQué condicion debe cumplir una multiplicacién
(o producto) para que sea igual a 07 Efectivamente, al menos alguno de sus
factores debe ser igual a 0. Entonces podemos escribir que

x=00x—-10=0
x=00x=10

{resaloiendo I segunda ecuncidn)

Estas son las dos soluciones de la ecuacién planteada. ;Cudl crees que es la
solucion del problema, ambas, x=0 o x=10? En una puesta en comn,
discutan la respuesta a esta pregunta, basindose en sus conocimientos y
comprobando el resultado.

A partir de tu respuesta anterior, calcula también la medida de la base del
triangulo. ;Crees que siempre se podran resolver estas ecuaciones
cuadrdticas asi?

Efectivamente, las ecuaciones de este tipo las reconocemos porque tienen la
forma ax’ + bx =0, donde a y b son nliimeros cualesquiera distintos de 0.
Siempre se resuelven de la misma manera: igualamos uno de los miembros
de la ecuacion a 0, factorizamos por x, igualamos ambos factores a 0 y luego
resolvemos la ecuacién lineal que resultd del paso anterior. Hagamos
algunos ejemplos.

PROBLEMAS RESUELTOS
Lxix+5=2x—4)

SOLUCION

Procedimiento:
Xx+5l=2x(x—4)

x4 5x =22 -8x / —2x% + 8x

(resofviendo los paréntesis)

—x2 4+ 13x=0 (factorizando por x)
X —x+13)=0 (igualando codn factor a 0)
x=00 —x+13=0 {resolviendo la tilting ecuacion)

x=00x=13

Nota que esta ecuacién tiene dos soluciones. Y una de ellas es 0.
Como siempre es posible factorizar por x en este caso, una de las soluciones
siempre serd 0. Ademds, nota que este tipo de ecuaciones siempre tiene
solucién.

2. Don Martin, que es un muy buen carpintero, acaba de comprar el terreno
donde construird su casa. El quiere hacer un cuarto en el patio que le
sirva como taller para poder confeccionar sus muebles. Para ello destiné
un terreno rectangular de 21 m?, pero el largo de su taller debe ser 4 m
mas largo que su ancho. ;Puedes decirle a Don Martin cudles deben ser
las medidas de su taller?

SOLUCION
Procedimiento: En la figura 2.4 se presenta un bosquejo del taller de
Don Martin.

£+ 4
Figura 2.4

Tema 1+ B2
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Entonces, podemos escribir que:

xx+4)=21

E4ax=21/-21

X +4x—-21=0 {frctorizando)

Ahora bien, ;es este tipo de ecuacién una ecuacién cuadratica?
A
;:Es de los tipos que ya has estudiado?

5i, es una ecuacién cuadrdtica, pues una de sus incégnitas estd elevada a
dos, sin embargo, esta ecuacion es de la forma ax* + bx + ¢ = 0, es decir,
contiene términos de factor literal ¥, x y un nimero (sin factor literal).
(Como la podremos resolver?

Pensemos en la herramienta que usamos anteriormente... la factorizacién.
¢Se podrd factorizar el lado de la ecuacién que contiene el trinomio?
Recuerden que para factorizar este tipo de trinomios buscamos dos
nameros que multiplicados den por resultado —21 y sumados den 4.

Resuélvela individualmente y luego retnete con otro compaiero,
argumentando a favor del procedimiento utilizado y la solucién obtenida.
Asimismo, comprueben esta solucion en el problema, determinando las
medidas del largo y del ancho del taller de don Martin.

Con la ayuda de tu maestra o maestro verifica tus respuestas.

Y para finalizar...
Retinete con dos compafieros mds y realicen la siguiente actividad.

Si desarmamos las piezas que forman el marco de una fotografia y las
colocamos como muestra la figura 2.5, se forma un rectingulo de drea
64 cm?, ;Cudles son las dimensiones del rectingulo que se forma?, ;cuiles
son las medidas del largo y del ancho de la fotografia, incluido su marco?

> X
Figura 2.5

A
e |

Luego, de determinada la solucién compartan con el resto del curso,
explicando y argumentando su resultado.

Comprueba tus conocimientos Tema 1

I. Completa cada afirmacién segiin corresponda.

1

L]

La ecuacién 2x? = 5x tiene dos soluciones
que son .

Los nimeros 0 y 9 son soluciones de la
ecuacion cuadrética

La ecuacién cuadritica 4x* +28x+49=0
tiene solucidn(es).

Una de las soluciones de la ecuacion

b :
Xx* + zx =0 es siempre .

Las ecuaciones del tipo ax? +bx+c=0,

cuando el lado izquierdo de esta se puede

factorizar, son siempre 0
_nameros reales.

I1.Resuelve los signientes ejercicios:

1

Resuelve las siguientes ecuaciones
cuadrdticas y comprueba la(s) solucién(es)
obtenidal(s):

a. 5x—41x=10
b, 2X _ o

2x2
x4+ 4 4

Cx—x-5 15
d(y-1)y—-2)-(1-2)y+2)=4
e. 2 — 14x+45=0
f.2(z+4)-96=0

g (x+13) — (x— 122 =(x— 5P

h. 3x% + 21x — 30 = 0 Indicacién: Factoriza
previamente por 3 y luego divide ambos
miembros por este mismo nimero.

. V456

-

j- Plp—2)=2(p+86)

=15

k.(n—42=16(4—n)

L. mim—-5=4m-2)+30

4 — 3

Sora=ds

2 Hay un niimero n, distinto de cero, tal que

al sumarle 7 por un lado y 9 por otro, se
forman dos nuevos niimeros cuyo producto
es 63,

a. ;Cudl es dicho nimero n?
b. ;Qué relacién encuentras entre 7, 9 y n?

c. Inventa un ejercicio similar a este y da la
respuesta correcta.

3 En la figura 2.6, los tridngulos ABD y ECD

son semejantes:

) AB/JEC

Figura 2.6

a. Escribe una ecuacion para calcular el valor
de x con la informacién dada.

b. Resuelve la ecuacién y calcula el valor de x.

lll. Resuelve con tu grupo los siguientes

problemas:

1 ;Por qué discuten tanto sobre como fabricar

esa maceta que les pido para mi
invernadero? -les grita la abuela de Josefa,
a ella y su hermana-. Es que no nos
ponemos de acuerdo. Abuela tu nos has
dicho que la base debe ser rectangular
de modo que el largo de ella tenga 30 cm
mas que su ancho —replica la hermana
de Josefa— .Y que ademads su altura sea de
20 cm -continua la abuela-. Lo que pasa
es que Josefa insiste en que debe contener
exactamente los 360 dm?® de tierra que,
segiin ella, ti necesitas. ;Es verdad esto?
Asi es —replica la abuela.




3]

Conforme al relato:

a. Escribe una ecuacién que permita
obtener el largo de la base y, donde la
incognita lo represente.

b. ;En cuantos cm supera el largo al alto?

El profesor de Lenguaje de Macarena le
pidié como tarea que hiciera un poema que
tuviera rima e integrara las asignaturas de
Lenguaje y Matemadticas. A Macarena le
gustaban los desafios, asi que después de
un rato escribio:

-
Lin niintero entero soy y qué cansado estoy. J

Ocho veces han multiplicado mi sucesor
por mi antecesor hoy

y nadie entiende como he terminado
ocho unidades

menor que yo niisio, aquei donde estoy...
)

a. Escribe una ecuacién que permita
obtener el entero aludido en la rima.

b. ;A qué nimero se refiere Macarena
en su poema?

A veces dudo que Octavio diga la verdad ya
que es muy misterioso. Segiin él le gusta
coleccionar solo monedas y que sean de $ 5.
El guarda siempre la misma cantidad de
dinero en cada una de las bolsas que tiene
destinadas para ello. Un dia le pregunteé:
~Octavio, jeudntas monedas tienes por bolsa?
—Seguramente ta piensas que tengo el
mismo niimero de bolsas que de monedas.

~Te ayudaré diciendo que debes considerar
x al namero de bolsas y x al nimero de
monedas”, luego te menciono que debes
disminuir en cincuenta el niimero de bolsas
y disminuir en treinta, el nimero de
monedas. —~Entonces ;cuanto dinero tienes
en total? —jSiete mil quinientos pesos!

Conforme al relato:

a. Escribe una expresion que simbolice el
nimero de monedas que hay en cada bolsa.

b. ;Cémo interpretas cada término de la
ecuacion (x —50)(x —30) - 5= 75007

c. Identifica qué tipo de ecuacidn de segundo
grado corresponde la expresion reducida
de la ecuacién anterior. ;Por qué?

d. Encuentra el valor de x.
e. ;Cudntas bolsas tiene Octavio? ;For qué?

f. Responde a la pregunta con que se inicia
el dialogo.

Los tridngulos de la figura 2.7 son semejantes,

determina el valor de y
¥
18 mm
&0°
¥
32 mm
Figura 2.7

5 Con los datos de la figura 2.8, calcula la
medida de los lados del rectangulo si se sabe
que su drea es igual a 8 cm?

3x-8Bcm

4x-1cm

Figura 2.8

6 En un libro de fisica, José leyo que cuando una
bala se lanza verticalmente hacia arriba sucede
que t segundos después la distancia, en pies,
entre la bala y el punto de lanzamiento es — 16
£ + v t, expresion en la que v, es la medida
inicial de la bala, medida en pies porsegundo.
Escribe, para cada uno de los siguientes
casos, las ecuaciones que expresen lo que se
indica:

a. La velocidad inicial de la bala es de 64
pies por segundo y t segundos después
del momento del lanzamiento de la bala
estd a 48 pies del punto inicial.

b. La velocidad inicial de la bala es de 64
pies por segundo y t segundos después
del momento del lanzamiento de la bala
estd a 64 pies del punto inicial.

¢. La velocidad inicial de la bala es de 32
pies por segundo y ¢ segundos después
del momento del lanzamiento de la bala
estd a 16 pies del punto inicial.

d. La wvelocidad inicial de la bala es de 96
pies por segundo y t segundos después
del momento del lanzamiento de la bala
estd a 144 pies del punto inicial.

De las ecuaciones del ejercicio anterior, tres
pueden escribirse de modo que el lado
derecho sea cero y el izquierdo sea un binomio
al cuadrado. Antes de reescribirlas de esta
manera, divide cada lado de la ecuacién por
16, para obtener una ecuacion equivalente a
la original.

8 Elresto de las ecuaciones del ejercicio original
puede escribirse de modo que el lado derecho
sea cero y el izquierdo una multiplicacién de
binomios con un término comin. Escribelas
de esta manera.

9 Después de realizar los dos ejercicios
anteriores contesta lo siguiente:

a. ;Qué ecuaciones del ejercicio original
tienen solucion tnica? ;Cudl es, en cada
caso, dicha solucién?

b, ;Qué ecuaciones del ejercicio original
tienen dos soluciones? ;Cudles son, cada
caso, dichas soluciones?

Indicadores ‘
Criterios de evaluacion de logro .

ESEAEN
Sé distinguir los dos nuevos tipos de
ecuaciones cuadriticas estudiados en
este tema.
Entendf los ejercicios resueltos
en el libro.

Desarrollé correctamente los ejercicios
propuestos.,

Si obtuviste todos los indicadores (+),
ifelicitaciones!; si obtuviste algunos signos (+/-)
y (=), realiza un cuadro resumen que incluya la
manera de resolver este tipo de ecuaciones y
dos ejemplos resueltos sobre ellas.
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Figuras y cuerpos

Estudiaréis en este tema Observa las siguientes imdgenes:

* Andlisis de las propiedades
de la rotacién y de la
traslacién de figuras.

* Construccitn de diseiios Eje
que combinan la simetria
axialy central, la rotacién y

la traslacién de figuras.

Figura 2.9

* ;Coémo son estos cuadrilateros? ;Como son las medidas del nuevo
cuadrilitero, con respecto al cuadrilitero original?

* Conayuda de una regla, une los vértices respectivos de los cuadriliteros:
Acond', Beon B, CconC'y D con D

* Mide la distancia entre 4 y el eje y luego entre A’ y el eje. ;Qué puedes
decir con respecto a las distancias antes medidas? Realiza lo mismo con
los demas vértices, ;queé ocurre?

Y para comenzar...

* En las tres imdgenes en que el objeto se refleja en el agua ;la imagen y
su reflejo tienen la misma longitud y anchura?
* En laimagen de la figura abstracta, ;la mitad izquierda de esta, es igual Es importante que domines los contenidos sobre simetria axial (o con
en tamafio a su mitad derecha? respecto a una recta dada) y que comprendas que se trata de una
transformacién de una figura en otra, de manera tal que todos los puntos
de la primera figura se reflejen con respecto a la recta en los puntos
correspondientes (u homdlogos) de 1a segunda. Este concepto te serd muy
Realiza individualmente la siguiente actividad: atil para entender los nuevos temas que se tratardn, ampliando tus
conocimientos a simetrias centrales y ademads introduciendo los nuevos
conocimientos sobre rotaciones y traslaciones.

* Refinete ahora con un compafiero, discutan sus resultados y respondan:
;qué nombre recibe este tipo de figuras?

* Sicada una de las imagenes se superponen con su reflejo, jcoinciden?
» ;Qué hay que hacer para que coincidan?

= Dobla un papel por la mitad y desdéblalo; con ayuda de una regla
colorea el doblez. Luego escribe la palabra EJE sobre al mismo.

* En una de las mitades de este papel, o semiplano, dibuja un cuadrilitero
cuyos vértices se nombrardn como A, B, Cy D.

» Dobla de nuevo el papel y con la ayuda de un alfiler perfora los vértices
ya trazados, atravesando la otra mitad del papel.

* Desdéblalo y dibuja con los cuatro puntos otro cuadrilitero en esta
mitad. Los vértices de esta nueva figura se nombrarin como A, B, C'y
D', teniendo en cuenta que las letras estén en la misma posicién en
ambas. Observa la figura 2.9:
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A i Con compds se mide la distancia de € a M y desde M (con centro en M) se
Rotacion de ﬁguras copia esta distancia en el lado del dngulo trazado, determinando el punto

', que serd el rotado de €, como se muestra en la figura 2.12.
=Un poco mas arriba, papa, el cuadro no se ve derecho.

~¢Esta bien asi?

a

~-Muy arriba, ahorita un poco mas abajo.

Después de muchos intentos, el cuadro por fin quedé bien.

e

* Dime t4, ;qué tendrd que ver este relato con el titulo de esta seccién?

* ;Qué es para ti una rotacion?, ;cambiard el cuadro sus caracteristicas
cuando se rote?

Asi como cotidianamente entendemos rotar como un sinénimo de girar, lo Figura 2.12

hacemos también en matemadticas. Cuando giramos o rotamos alguna

figura, debemos definir el punto sobre el que se rotara (punto que puede Asi, si lo hacemos con todos los vértices, obtendremos el tridngulo rotado
estar fuera o dentro de la figura) y el dngulo de rotacién (si es positivo, se de la figura 2.13.

medird en sentido antihorario, y si es negativo, en sentido horario)

Supongamos que tenemos la figura 2.10, que debe ser rotada en un dngulo
de 65° en torno al punto M:

B

Recuerda y registra... c

En geometria, los dngulos

y arcos tienen un sentido Figura 2.10
de giro, sentido horario

o sentido antihorario, de Rotaremos cada uno de los vértices. Comencemos con el vértice C.

lo que depende que sean z :
Z i Para ello se une M con C'y sobre este trazo se construye un dngulo de igual

negativos. Si estos se miden medida al deseado en la rotacién. En nuestro ejemplo, de 65°, como se
en la direccién opuesta a indica en la figura 2,11.
las manecillas del reloj, su

Me

signo serd positivo, mientras Figura 2.13

que su medida en el mismo 3

sentido de las manecillas del Te toca a ti. Dibuja una figura y un punto (en el que se rotard la figura)
reloj es negativa.

cualquiera y define un dngulo de rotacién. Rota la figura siguiendo los
pasos que aprendiste.

Luego, refinete con dos compaiieros y expongan sus figuras, discutiendo
y validando sus procedimientos. 5i alin no tienes claro como se realizan
las rotaciones, pide a alguno de tus comparieros que te explique
detalladamente cada paso.

Figura 2.11 Entonces, definimos Rotacion como la accion de girar una figura en cierto
angulo, llamado dngulo de rotacidn, y con respecto a un punto del plano,
llamado centro de rotacion.
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* ;Qué pasaria si el centro de rotacién se encuentra en la figura?
Analicemos las siguientes rotaciones:

b.
G
H
pg100°
}- .
ry F

Figuras 2,14: a, Pentigono, b, Cuadrildtero, c. Tridngule.

Analicemos la figura 2.14a del pentigono. ;Cudl es su centro y dngulo de
rotacién? Efectivamente, su centro de rotacién es el punto €y su dngulo
de rotacion 120° (dngulo que forma € como vértice con las rectas que
contienen al punto A y al rotado A'). Aqui el centro de rotacién es un
vértice de la figura.

Con el cuadrilitero de la figura 2.14b, el centro de rotacién es el punto J y
el dngulo de rotacion es de 100°. Aqui el centro de rotacién se encuentra
en uno de los lados de la figura.

Por altimo, en el tridngulo figura 2.14c¢, el centro de rotacién estd dentro de
la figura y es N, y el angulo de rotacién es de 85°. No olvides que para rotar

dngulo de rotacién.

(Como son ambas figuras, iguales, proporcionales, etc.? ;Qué nombre
reciben estas figuras?

Luego de tu reflexion, pide a tu maestra o maestro que te indique el
nombre que reciben estas figuras y compadralo con tus apreciaciones.

Traslacion de figuras

-No, hija, no me sirve que ese jarron esté en esa esquina.
Ayudame a trasladarlo a esta otra.

-0k, mamd, pero estd muy pesado, asi que lo moveré primero derecho
hacia arriba y luego hacia el lado, ;te parece?

-Me parece muy bien, hija, espera que yo te ayudo.

* ;Me puedes decir qué es trasladar para ti? ;Qué movimientos empled
la hija para llevar el jarrén donde su mamad queria?

+ ;Cambié el jarrdn alguna de sus caracteristicas con este movimiento?

Trasladar objetos es algo que hacemos a diario. Sin ir mds alla, nosotros
mismos nos trasladamos de un lugar a otro muchas veces al dia.
En matemdticas también puedes definir el concepto de Traslacidn de una
figura. Para ello debes tener en cuenta el punto de partida de la figura
original y también el movimiento que quieres hacer. ;Te acuerdas qué
determinaba un movimiento en fisica?

Efectivamente, cuando se produce un movimiento en el plano, por ejemplo
el de una hormiga en un papel, este queda determinado por completo
cuando se da su sentido, magnitud y direccién. Es decir, cuando se hace a
través de un vector.

En matemadticas lo haremos de la misma manera. Para definir una
traslacién, debemos dar la figura por trasladar y el vector en el que
queremos trasladarla. Mira el siguiente ejemplo de la figura 2.15:

B

Figura 2.15

herramienta geométrica que se utiliza para representar una magnitud fisica en la
que, ademas de su valor, hay que considerar el punto de aplicacion, su direccién y sentido.

Tema 2+ B2
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Si te fijas, dado el tridngulo ABC y el vector de traslacion U, cada uno de los
vértices se trasladd (o desplazo) en dicho vector. Pero ;cémo se realiza esto
geométricamente?

Primero: En el vector i traza una linea desde su inicio y mide el dngulo
formado (direccién), indicado en la figura 2.16.

B

Figura 2.16

Segundo: Se traza por € una paralela a la recta L, que llamaremos G, y se
copia el dngulo determinado en el vector, figura 2.17.

Figura 2,17

Tercero: Se mide con un compas la magnitud del vector dado (i) y se
copia desde C sobre el lado del dngulo determinado. Este punto serd el
trasladado de C, correspondiente a C’, como se observa en la figura 2.18.

Asi lo puedes hacer con cada uno de los vértices. Prueba ahora hacerlo ti
solo o sola. Construye un cuadrilatero y dibuja un vector cualquiera, luego
traslada el cuadrildtero en el vector construido, como acabas de aprender.

Existe también otra manera de realizar una traslacion: por medio de la
construccién de un tridngulo rectingulo que tenga por hi
vector dado (i), de manera que podamos descomponer el desplazamlentc-
final (oblicuo) en dos desplazamientos consecutivos, uno vertical y otro
horizontal (como lo hicieron madre e hija con el jarrén).

Primero: Dibujar un tridngulo rectingulo, como el de la figura 2.19, en el
vector u, nombrando G al punto en el cual se corten las rectas
perpendiculares del tridngulo recién construido.

a

e e e e b P e s

i
1
'

Figura 2,19

Ba: lado opuesto al dngulo recto {0 de 907) de un tridngulo rectingulo.

Tema 2+ B2
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Segundo: Trazar una paralela al gatéto horizontal del tridngulo recién
construido (DG) que pase por el vértice € del triangulo original ABC, medir
la longitud de este cateto y determinar G', como en la figura 2.20.

Figura 2,20

Tercero: Por este ultimo punto, trazar una perpendicular a la recta paralela
dibujada (CG"). Luego medir el otro cateto (es decir, GE) y determinar asi
C'. Luego se procede de la misma manera con los demas vértices del
triangulo ABC (figura 2.21).

Figura 2.21

Segiin lo que has podido apreciar, ;las traslaciones modifican la forma, el

tamafio de las figuras o alguna de sus caracteristicas? En una puesta en

coman, elijan a un compaiiero que explique este hecho.

A En las siguientes paginas web puedes aprender mds sobre

traslaciones. Recuperadas, enero 29, 2013, de:

¥ o1 http:ffwwno.disfrutalasmatematicas.com/geometria/translaciones. hitml
hitp:/frecursostic.educacion.es/descartesfweb/materiales_didacticos/
EDAD_3eso_movinientos_planof3eso_quincena7. pdf

También en la siguiente pagina web podrds analizar rotaciones y
traslaciones de paralelogramos y tridngulos. Recuperada,
noviembre 04, 2013, de:
http:/fwww.eduteka.org/MI/masterfinteractivate/activities/Transform/
Index. himl

Cateto: cada uno de los dos ladm. que Enrmnn ¢l dngulo recto en un tridgngulo rectangu]o

Construccion de disefos a partir de
transformaciones

En la visita de Radl y Consuelo a la exposicion fotografica, Radl se
sorprendi6 con las fotografias ahi expuestas.

—jConsuelo, ven aca! era esta fofograﬁa, iqué bella! ;Sabias ti que también
hay aqui presente una Simefia

—;Simetria, pero como?

:Qué piensas ta?, ;podra ser cierto lo que dice Raal?, jes de alguna
manera simétrica la figura?, ;qué debe suceder con los puntos de una
figura para que esta sea la simétrica de otra?

Efectivamente, esta figura es simétrica. Si te fijas bien, ya no con respecto
a una recta, sino al unir cada uno de los puntos de uno de los delfines con
su correspondiente punto en el segundo: ellos forman rectas que se cortan
en un mismo punto.Y ademds, porque ese punto divide a los trazos
mencionados en dos partes de igual longitud. Este es el mismo principio
de la simetria axial (o respecto a un eje). A este tipo de simetria se le llama
Simetria central (o puntual).

Para construir una figura simétrica con respecto a un punto (o una simetria
central) se deben dar una figura y el centro de simetria (un punto en el plano).
Luego trazar una recta que pase por cada vértice de la figura y por el centro
de simetria. Se mide (con compds) la distancia entre el vértice de la figura
original y el centro de simetria y luego se copia esa medida desde dicho
centro sobre la recta trazada. El punto obtenido serd el simétrico del original.

SimneEra: correspondencia entre los puntos del plano o del espacio en relacidén con un
centro, un eje o un plano.

Tema 2+ B2
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Por ejemplo, dada la figura 2.22 y el punto 4, encontremos su simétrica,

g

e
[1]
Figura 2.22

Hagamos lo sefialado para el vértice €, como se indica en la figura 2.23.

Figura 2.23

Ahora, completemos la figura haciendo lo mismo para los otros vértices
(figura 2.24).

Figura 2.24

Asi como en las simetrias con respecto a un eje las figuras conservaban su
forma y tamafio y las propiedades que estas tenian, en una simetria central
pasa lo mismo. Por lo tanto, jqué tipo de figuras estudiadas en el bloque
anterior puedes obtener haciendo simetrias?

Muy bien pensado. Cada vez que realizas una simetria axial o central
obtendras dos figuras congruentes.

Ahora piensa y responde. Asi como hay figuras que tienen ejes de simetria

propios, ;habra figuras que tengan centros de simetria propios, es decir,

en el interior de la figura?

Efectivamente. Miremos el cuadrado de la figura 2.25:

D E
N K
., o
- -
i F)
. .
'~ -
. -
-
o
."'.‘ E ‘4‘
E \\ -‘-‘J
..... B R EETTTEETEET: PEEET
A Ny G
- "
- 8
’ .
Y
.
. .
- .
+ .
# -
o o
# %
A B
Figura 2.25

Si te fijas bien, el punto de mtersecuon de las diagonales del cuadrado
{que es también su € d, punto de equilibrio de la figura)
es centro de simetria in erna por 0 ania todos los cuadrados tienen un
centro de simetria. En este caso no se forman dos cuadrados congruentes,
sin embargo, los tridngulos DEC y AEB son simétricos (y por tanto
congruentes) con respecto al centro de simetria E.

puedes visitar las siguientes paginas web.

| PPl ' Recuperadas, enero 28, 2013, de:
Iitip:ffwww. monegrafins.com/trabajos- pdf4/centro-gravedad-centroide/
centro-gravedad-centroide. pif
Ittp:/findustriales. utw.edu.uy/interfis/images/stories/experimento_centro_
de_gravedad.pdf

‘ Si quieres saber mds sobre los centros de gravedad de una figura,

¢ ;Todos los centros de gravedad de una figura geométrica seran también
centros de simetria?

No. Observa esto:

Figura 2.26
En el tridngulo ABC de la figura 2.26, D es el centro de gravedad del

tridngulo, sin embargo, no es centro de simetria del tridngulo. Si miras
bien, el punto €, por ejemplo, no tiene su simétrico en el tridngulo.

: en un tridngulo es el punto donde se cortan las transversales de

=11
gravedad.

Tema 2+ B2

 Misque.. |

Todos los poligonos regulares,
de ndimero par de vértices
tienen centros de simetria
internos, que son el centro de
la circunferencia circunscrita
a ellos. En cambio, los de
ndmero de vértices impares no

lo tienen. I ]
o @
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- Habilidades a desarrollar: dibujar - aplicar.

1 Dibuja dos objetos que tengan centros de simetria en su interior.

2 Dibuja un objeto y un punto fuera de él y encuentra su simétrico con respecto
al punto dibujado.

La figura que se obtiene
después de realizada una
transformacién es la imagen de
la figura original a través de la
operacién descrita (rotacién,
traslacién o simetrfa).

La simetria central, al igual que la simetria axial, la rotacién y la
traslacion, corresponden a las llamadas Transformaciones isométricas,
que son aquellas que no alteran el tamano ni la forma de una figura. Solo
involucran un cambio en la posicién o ubicacion de esta, resultando que
la figura inicial y 1a final son semejantes y geométricamente congruentes.
3 Para repasar este contenido puedes consultar el siguiente link sobre
rotaciones, simetrias y traslaciones. Recuperado, enero 30, 2013, de:
i, hittp:fwww.slideshare.net/jaguayo/transformaciones-isombricas- 14812

Si combinamos una o mas transformaciones isométricas, podemos formar
diversos disenos llamados Teselaciones o embaldosados que cubren
completamente una superficie. Distintas culturas a través del tiempo
utilizaron esta técnica para cubrir pavimentos o formar muros de mosaicos
en palacios y catedrales.

PROBLEMAS RESUELTOS

1. Dada las figura 2.27, determina la transformacién aplicada (rotacién,
traslacion o simetria), asi como los trazos pedidos en cada caso:

g 181

249

168

I~ A

Figura 2.27
SOLUCION
Procedimiento: Si te fijas bien, estd rotada, pero también se podria ver
como una simetria central. Si lo pensamos de esta dltima forma, una
manera fécil de buscar el centro de simetria es unir los pares de vértices
homélogos. La interseccién de estos trazos serd el centro de simetria.
Observa la figura 2.28.

Figura 2,28

Si miras con detencién, E es el centro de simetria de los cuadrilateros.
Como son congruentes, sus lados homélogos son de la misma medida, asi
como también sus dngulos homélogos. Por lo tanto, el valor de los lados y
angulo pedidos son: x=3.91, y= 1.68 y = 121.92°. Ahora piensa en una
rotacion. El centro de rotacién sigue siendo el punto £ y el dngulo de
rotacion sera de 180°. Entonces, juna simetria central siempre es una
rotacién?

Efectivamente, una simetria central siempre es una rotacién en 180°,
donde el centro de rotacién es el centro de simetria.

2. Dada la figura 2.29, determina la transformacién aplicada.

"
Figura 2.29

El A ABC se ha transformado primero en el A A'B'C’ y luego este
enel & A"B"C".

SOLUCION
Procedimiento: Del tridngulo ABC al triangulo A'B'C’ se hizo una rotacién y
luego de este dltimo al tridnguloA”B"C”, una traslacién. Observa la figura 2.30.

Figura 2.30

Entonces, la rotacién se realizé con centro en C (punto fijo del tridngulo ABC)
y condngulo de 31.34° (se mide el dngulo que forman los trazos que contienen
a By B, con vértice en (). Para la traslacion se medird el vector que une dos
vértices homdlogos (como se marca en la figura entre B y B'). También
podriamos decir que el tridngulo A'B'C’ se trasladé 1.26 unidades
horizontalmente hacia la derecha y 1.66 unidades verticalmente hacia arriba.

Tema 2+ B2

Muchos artistas hacen uso

de estas teselaciones en

su trabajo. Uno de los mds
destacados es M. C. Escher.
Elartista holandés se divirtié
teselando el plano con figuras
de intrincadas formas, que
recuerdan pdjaros, peces,
animales, etcétera.
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3. Orlando observé en un ejemplo del libro de Matematicas la figura 2.31
que representa un dibujo elaborado por un artista. En él se han
realizado distintas transformaciones isométricas. Como €l ya estudié los
distintos tipos de transformaciones que se pueden realizar, se propone
determinar cudles se han llevado a cabo. Aytdalo ti en esta tarea.

L&
[ i

Figura 2.31

SOLUCION
Procedimiento: Te desafiamos a encontrar la solucién de este ejercicio, a
partir de las siguientes preguntas:

» ;Qué transformacién isométrica se le aplico al primer florero (de
izquierda a derecha)? Explica detalladamente.

* ;Qué le ocurrié a la flor de este florero? ;Qué tipo de transformacidn
isométrica se le hizo con respecto al punto G?

* ;Qué tipo de transformacidn se le hizo al florero con respecto al vector
azul u?

* ;En cudntos grados se ha rotado el altimo florero, con respecto al punto £7
3 Enla siguiente pigina web podrds construir disefios que combinen
la traslacion, la simetria axial y central y la rotacién de figuras
vl geométricas. Recuperada, noviembre 04, 2013, de:
http:/ilite.org. mx/repositoriofportafolios/gis/02_gis/recursos/mat2/
oda/2m_b05_t02_s01_descartes/Principal. hinml

Y para finalizar...

Para finalizar, retinete con dos compafieros mds y realicen un disefio que
contenga al menos una traslacion, una rotacién y una simetria central y
una simetria axial. Al reverso, describe estas transformaciones
matemdticamente (dando dngulos, centros de simetrias y de rotacion, ejes,
etcétera). Escojan a un representante de su grupo para que muestre y
explique detalladamente cada paso realizado, asi como el disefio realizado.

Comprueba tus conocimientos Tema 2

I. Coloca V (verdadero) o F (falso) frente a cada
afirmacién segiin corresponda.

La rotacion de una figura da por
resultado otra figura congruente a la
primera y, por lo tanto, con las mismas
caracteristicas y propiedades de ella.

2 Todos los centros de gravedad de una

figura geométrica se pueden considerar
centros de simetria.

3 Hay figuras geométricas que tienen sus
propios ejes de simetria.
4 Para trasladar una figura mediante una

construccién geométrica se requiere
solo copiar el vector correspondiente.
I1. Resuelve los siguientes ejercicios:

1 Para cada una de las siguientes formas de
la figura 2.32, responde:

a. ;Cuadles de ellas tienen simetria central en
la figura?

b. Marca con rojo los centros de simetria en
las que corresponde.

i&@
<

Vi.

Vii.




a. ;Estd una de ella rotada con respecto de
la otra? ;For qué?

Figura 2.32

a. Ahora bien, refiriéndonos la figura ii. y
eligiendo como centro de rotacién el
punto de interseccién de todos los ejes
de simetrias propios.

b. Indica el nimero minimo de grados en
que debe rotarse para que vuelva a ser
congruente consigo misma en la posicién
en que se encontraba originalmente.
Finalmente si se considera el punto
mds bajo de la figura v.,, como centro
de rotacién.

¢. Menciona el niimero minimo de grados
en que debe rotarse para que vuelva a
ser congruente consigo misma en la
posicion en que se encontraba
originalmente.

3 En las figuras 2.33 a, b y ¢ realiza lo pedido
a continuacion:

Figura2.33a

Figura 2.33 b

Figura 2.33 ¢

a. Indica cudntos vértices son necesarios
para reflejar la figura con respecto al
punto dado.

b. Construye la figura simétrica con respecto
al punto dado.

¢. Rota la figura con respecto al punto dado
en un angulo de 85°

d. Usando esta figura realiza una traslaciéon
de ella indicando el vector de traslacién.

La figura 2.34 muestra un rectingulo con
una ecuacién cuadrdtica y que debe ser
trasladado conforme al vector dibujado
en azul.

¥4+x-30=0

Figura 2.34

a. Efectiia dicha traslacién.

b. Mide directamente el dngulo que forma
este vector con la horizontal e indica los
pasos que hay que realizar para hacer
esta traslacion copiando dicho angulo.

Ahora bien

Resuelve dicha ecuacidn e interpreta asi,
los resultados: el valor mayor indica el
numerode unidades que debe desplazarse
horizontalmente este rectingulo. Si es
positivo, el desplazamiento es hacia la
derecha. De lo contrario, es en sentido
inverso.El valor menor, corresponde al
nimero de wunidades que debe
desplazarse verticalmente. Si es positivo,
el desplazamiento es hacia arriba.
De lo contrario, en sentido inverso.
Efectiia esta traslacién y compara este
resultado con el obtenido en a.
icoinciden?, por qué?

C.

5 El perimetro de cualquiera de las siguientes
figuras que son congruentes, es 7.5 cm
(figura 2.35).

2} ,f#
/
e’ { 361

Figura 2.35

b. ;Podrd ser la figura de la derecha la
resultante de una simetria central de la
otra? Justifica tu respuesta.

¢. ;JPor qué ambas figuras no son
traslaciones de una respecto de la otra?

d.Se aplica una transformacién (rotacién,
traslacién o simetria) a la figura de la
izquierda y asi se logra la otra (verde).
A pesar de esta operacion jes posible
completar el valor de los lados de cada
una de ellas? ;Por qué?

Indicadores

Criterios de evaluacidn

¢ Puedo explicar qué es y como se construye
una simetria central?

:Puedo explicar qué es y como se construye
una traslacion?

; Puedo explicar qué es y como se construye
una rotacién?

¢ Puedo explicar como se utilizan en la vida
diaria estas transformaciones?

¢ Entendf los ejercicios resueltos en
esta seccion?

; Pude resolver correctamente los
ejercicios propuestos?

;Cooperé con mis companeros cuando tuve
que trabajar en grupo?

Si obtuviste todos los indicadores (+),
ifelicitaciones!; si obtuviste algunos signos
(+/-) y (=), realiza un esquema con los
conceptos no adquiridos.
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* Andlisis de las relaciones
entre las dreas de
los cuadrados que se
construyen sobre los ladas

de un tridngulo rectdngulo.

+ Explicitacién y uso del
tecrema de Pitdgoras.

Lee el siguiente relato:

El conocido cubo de Rubik, es un rompecabezas mecinico y tridimensional
inventado por el profesor de arquitectura y escultor hungaro Erné Rubik
en 1974, De este famoso rompecabezas se han vendido mas de 350
millones de cubos en todo el mundo, haciéndolo el juego de rompecabezas
mads vendido del mundo.

En el cubo de Rubik clisico, cada una de las seis caras estd cubierta por
nueve adhesivos de seis colores uniformes (tradicionalmente rojo, blanco,
amarillo, naranja, verde y azul). Un mecanismo de ejes permite a cada cara
girar libremente, mezclando asi los colores. Para resolver el rompecabezas,
cada cara debe volver a consistir en un solo color.

Y para comenzar...

1. Si tenemos un cubo de Rubik, cuyas caras son todas iguales, y la medida
del lado de cada cara es de 7 cm, determina la medida del drea de cada
cara,

2, ;Cudl es la medida del drea total del cubo mencionado anteriormente?
Justifica.

3. ;Cémo determinarias el drea de cada adhesivo? Calcilala, justificando
cada paso realizado.

Te invitamos a transformarte en escultor realizando esta entretenida
actividad. Para realizarla debes reunirte con dos compafieros y crear una
escultura utilizando cubos de Rubik, para ello puedes basarte en la
siguiente imagen:

¢ En primer lugar, deben disefar la escultura que creardn, determinando
la medida de los lados del cubo que utilizardn.

* Luego, deben elegir el material que usardn para su escultura, puede ser
por ejemplo cartulina blanca y calcular cudntos metros de cartulina
deben usar, para determinar el dinero que deben destinar para ello.
Deben considerar que el pliego de cartulina blanca (66 x 47.5 ¢m) tiene
un valor de $5,

* A continuacién, deben calcular el drea total que tendra su escultura
para determinar cudnta pintura utilizardn en ella, y calcular el dinero
total que deben destinar para esto. Para ello, consideren que 1 cubeta
de pintura de 19 litros cuesta $700, y que 1 litro de pintura alcanza para
pintar 8 m?.

* 5i desean utilizar otro material u otra manera de colorear su escultura,
deben determinar el precio de estos elementos, y calcular el dinero total
que destinaran para ello.

» Finalmente, un representante del grupo debe presentar su escultura,
explicando detalladamente cada paso realizado ante el resto de la clase.

Antes de comenzar este nuevo tema debes recordar tus conocimientos
sobre dreas de figuras geométricas, pues te serdn muy dtiles para
aprender las relaciones existentes entre las dreas de los cuadrados que
se construyen sobre los lados de un tridngulo rectingulo, que es la base
para comprender el teorema de Pitigoras, ampliamente utilizado no solo
en matemadticas.
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Analizando el triangulo rectangulo

Hoy iniciaremos este tema con un trabajo grupal. Para ello necesitaras
plastilina de dos colores diferentes y un cutter. Sigue las instrucciones que
a continuacion se dan:

D A
i
E B £
F G
Figura 2.36
Instrucciones:

- Con una de las plastilinas, llena el cuadrado BFGC de la figura 2.36.
Procura que quede justo, sin salirse de los bordes del cuadrado.

- Con la otra plastilina, llena el cuadrado BADE. Procura que no se salga
de los bordes y que queden de una altura similar (solo para que sea mds
ficil tu trabajo).

- Con mucho cuidado y sin deformar los cuadrados que armaste con las
plastilinas, coloca uno de ellos sobre el cuadrado ACHI, haciendo
coincidir dos de sus lados. Con el otro cuadrado llena, cortando con el
cutter, los espacios vacios.

* ;Se completo la superficie del cuadrado ACHI al llenarlo con la plastilina
que llena el area de los cuadrados ADER y BFGC?

* De acuerdo a lo observado, jes posible afirmar que la suma de las areas
de los cuadrados mads pequeiios dibujados sobre los catetos del
tridngulo rectingulo (ADEB y BFGC), equivalen al drea del cuadrado mds
grande dibujado sobre la hipotenusa del tridngulo rectingulo (ACHI)?

* Construye un triangulo acutdngulo y un tridngulo obtusdngulo y realiza
la misma experiencia. ;Qué puedes decir, esto ocurre solo en tridngulos
rectingulos o también ocurre lo mismo en otros triangulos?

Anota tus conclusiones.

Tema 3 * B2

Miremos la figura 2.37, en la cual se indica la medida de los lados del

tridngulo y las dreas correspondientes de los cuadrados:
i

D A
2
H
#?
b €
i
I H (5
7
F "
Figura 2,37

Algebraicamente, podemos anotar que: @’ + b* = ¢ (esto es: la medida del
cateto a al cuadrado mds la medida del cateto b al cuadrado es igual a la
medida de la hipotenusa al cuadrado, c).

Esta relacion es una de las mds importantes en geometria. Asi como hace
posible calcular algunos de los lados de un tridngulo rectingulo, también
nos permite determinar si un tridangulo es rectangulo.

PROBLEMA RESUELTO

1. Dado el triangulo rectingulode la figura 2.38 y los cuadrados construidos
sobre cada uno de sus catetos, determina la medida del drea del
cuadrado construido sobre su hipotenusa:

I

H
4.5 cm

E B| 25cm

F G
Figura 2.38

SOLUCION

Procedimiento: Para determinar la medida del drea del cuadrado ACHI,
en primer lugar determinamos el drea de cada uno de los cuadrados
construidos sobre sus catetos, es decir: Afmzz.ﬁz em? = 6.25 cm? y
A, ppg =4.5% cm? =20.25em?, luego, A, =6.25% cm? + 20.25 em? = 26.5 am?.
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Fitdgoras de Samos (isla de

Samos, actual Grecia, 572 a.n.e.

~Metaponto, hoy desaparecida,
actual Ttalia, 497 a.n.e.)
Filésofo y matemdtico griego.
En Crotona (al sur de Italia)
fundd una asociacion que
notenfa el cardcter de una
escuela filoséfica, sino el de
una comunidad religiosa. Por
lo que se puede decir que las
ciencias matemdticas nacieron
en el mundo griego a partir de
una corporacidn de cardcter
religioso y moral.

o5

Teorema de Pitagoras

En términos un poco mas algebraicos, diremos que: “Si a v b son los
catetos de un tridngulo rectangulo v ¢ su hipotenusa, entonces se cumplira
que a®+ b* = c® Ademads, si existen tres nimeros que cumplen con la
condicién de que a® + b* = ¢ entonces con ellos es posible construir un
tridngulo rectingulo de catetos a y b e hipotenusa ¢”.

Formalmente, este enunciado dice:”La suma de las dreas de los cuadrados

construidos sobre los catetos de un tridngulo rectingulo es igual al drea

construida sobre la hipotenusa de dicho triangulo”. Esto es lo que en

matemadticas conocemos como Teorema de Pitdgoras.

g Te dejamos aqui algunos links sobre el teorema de Pitigoras y sus

demostraciones. Recuperados, enero 31, 2013, de:

Fomss  hittpiliteoremadepitagoras.net/demostracion-del-teorema-de-pitagoras-con-
agual
it/ froble. prfic.mec.esfjaran2/cabrivoely Triangulos/teoremapitagoras.itm
Enlasiguiente pdigina web podras realizarlaactividad Demostracion,
donde podras comprobar las relaciones se cumplen entre las dreas
de los cuadrados que se construyen sobre los lados de un tridngulo
rectingulo. Recuperada, noviembre 04, 2013, de:
http:Harquimedes.matem.unan.mx/Vinculos/Secundaria/3 _tercero/3_
Matematicas/INTERACTIVOS/3m_b04_t02_s01_descarles/index. himl

Apliquémoslo en la siguiente situacién:

El profesor de Matematicas de Pedro le ha dado el siguiente problema
para resolver con su grupo: “Las dimensiones de una plaza son 40 m de
ancho por 60 m de largo. Se quiere cercar una de las mitades triangulares
de la plaza. ;Cudntos metros de alambre necesitardn en total para esta
tarea?”.

Observa el esquema indicado en la figura 2.39. Podemos usar aqui el
teorema de Pitigoras.

60 m c
40 m L
Figura 2.39
402 + 602 = AC?
1600 + 3600 = AC?
5200 = AC?
/5200 =AC
7211=AC

Tema 3 * B2

{Qué debes hacer para obtener la cantidad total de alambre que se
ocupard? Explica.

¢(Cudl es el valor de esta medida? ;Es logico el valor obtenido? Explica.

- Habilidades a desarrollar: aplicar - calcular.

1 De los siguientes trios de nimeros:
i. 35,12y37 ii. 485,483 y 44 iii. 841,840 y 40
. ;Cudl(es) permite(n) construir un tridngulo rectangulo? ;Por qué?

b. Indica el valor del perimetro solo de aquel (los) que no es (son) rectangulo(s)

Observa ahora lo siguiente. Tomemos un trio de nimeros que sean lados de
un tridngulo rectingulo. Es decir, que cumplan con el teorema de Pitigoras.

a=3,b=4yc=5.

32442152 fcomprobenos gue se cumple el teovemnn)
94+16=25
25=125 (efectivamente, ef teorenin se crimple)

Tomemos multiplos de estos niimeros, por ejemplo, a=6,bh=8y
¢ = 10 (amplificamos todos por 2)

6% + 8% = 10?
36+ 64 =100
100 = 100 (tarmbidn estos nimeros cumplen con el teorema)

;Cada vez que multipliquemos este trio de numeros por otro, los nimeros
resultantes también cumpliran con el teorema de Pitagoras?

Efectivamente. Supongamos que n es un ndmero positivo cualquiera.
5i multiplicamos los nimeros del trio inicial por n, tendremos que los
nuevos nimeros serin: a=3n, b=4n y ¢=5n. Comprobemos que se
cumple el teorema:

(3n)? + (4n)? =(5n}?
9n? + 16n® = 25n®
25n2 = 25n? {por lo tanto, también se crmple el teorema de Pitdgoras)

Nota que n es cualquier nimero positivo, no solo de los naturales,
sino también de los decimales.

A estos trios de nimeros naturales que cumplen con el teorema de Pitagoras
(o que son lados de un triangulo rectingulo) se les llama Trios pitagdricos.
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PROBLEMAS RESUELTOS
1. Dados los tridngulos de las figuras 2.40 y 2.41, verifica si ellos son o
no rectingulos:

12 cm

13 em
Figura 2,40

SOLUCION

Procedimiento: Si este tridngulo fuera rectingulo, cumpliria con el
teorema de Pitdgoras. La hipotenusa siempre es el lado de mayor longitud,
por lo tanto, debemos verificar que:

52 4122=132
25+ 144 =169

169 = 169 tha ignaldad se cumple; entonces, el ridngulo es rechingulo)

13em 20 cm

Bem

Figura 2.41

SOLUCION
Procedimiento: En este caso, debes determinar la igualdad a verificar.

Resuelve esta igualdad e indica si el tridngulo es o no rectangulo.

2. Para el tridngulo rectingulo de la figura 2.42 determina el valor de x.
c

Figura 2.42

AB=7 cm, BC=12 cm, AC=x

SOLUCION _ i
Procedimiento: En el triangulo: 4B? + AC? = BC?, esto es:
724 x2=122 (resolovinos esti ecnacion)

49 4+ x* =144/ — 49
2=95
x=+95
x=9.75cm

Fijate que estrictamente hay dos valores de x, uno positivo v uno negativo
(ya que se resuelve una ecuacidn cuadratica). Sin embargo, como estamos
trabajando con medidas de trazos, solo consideraremos los valores positivos.

3. Dados cada uno de los siguientes trios de niimeros:

i 3512y37
ii. 841,840y 40
iii. 485,483y 44

a. ;Cudl(es) permite(n) construir un tridngulo rectingulo?, ;por qué?

b. Indica el valor del perimetro solo de aquel (los) que no es (son)
rectingulo(s).

SOLUCION
Procedimiento:

a. Aquellos trios de nimeros con los que es posible construir un
tridngulo rectingulo deben cumplir con el teorema de Pitagoras,
es decir, deben ser trios pitagéricos. Veamos cuales de ellos cumplen
esta condicién.
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i (122 4(352=1372
144 + 1225 =1369
1369 = 1369

it (4007 4 (8407 =(B41)?
1600 + 705600 =707 281
707 200 £ 707 281

iii,(44)% + (483)2 =(485)2
1936 +233289 = 235225
235225 =235225

(ze verifica la igualdad, por lo que es ;n-‘a'wf'
construtr un tridngulo rectangulo)

(mo e verifica ln tgualdad, por o tanto,
no e posible construir un tridingulo rectingulo)

(se vevifica ln igualdad, por lo que
s posible construnr wn fridigulo rectdngulo)

b. Calcula ahora el perimetro requerido, ya que no conocemos las
unidades reales de medida de los lados, utiliza la medida u.

Y para finalizar...

Para ir desde su casa a la escuela, Margarita tiene dos opciones, como se

muestra en la figura 2.43.

escuela

Figura 2.43

(Discute y determina junto a otro compaiiero, cudl es el camino mds corto
para realizar este trayecto: ir por AB — BF o ir por AE — EF? Realiza tus

cdlculos aproximando a la centésima.

Comprueba tus conocimientos Tema 3

I. Lee atentamente la informacién dada vy
completa segiin corresponda.

1 El teorema de relaciona a través de
una ecuacion las medidas de los
y de la hipotenusa de un tridngulo.

2 La aplicacién del teorema de Pitigoras
exige que el tridngulo tenga un dngulo que
mida .

3 Si en un tridngulo rectingulo el lado mayor
se simboliza por z y por x e y los otros
lados, entonces el teorema de Fitigoras
diceque _ *+_ ?=_ 2

4 Geométricamente, el teorema de Pitigoras
dice que la de las dreas de
los cuadrades construidos sobre
los de dicho tridngulo
es igual al drea construida sobre su

5 Si en un tridngulo se cumple el teorema de
Pitigoras, inmediatamente se puede
clasificar este, de acuerdo a la medida de sus
dngulos, como un tridngulo

II. Resuelve lossiguientes ejercicios y problemas:

1 Halla el valor de la letra indicada en las
figuras 2.44.a, by c

a.

75 8.5

-

Figura 2.44 a

X

¥

Figura 2.44 b

50.5

Figura 2.44 ¢

2 Considera a=x—2; b=3x y c=3x+2,
con a < b < ¢, como los lados de un tridngulo
rectingulo.

a. Escribe la ecuacién que relaciona los lados
entre si, conforme al teorema de Pitigoras.

b. Halla x.

c. ;Cual es el valor del area?



3 La figura 2.45 muestra al cuadrado ABCD y
superpuesto a él, estd el trapecio BCFD.

F

3om

Figura 2.45

a. Indica el valor de x.
b. ;Cudnto es la longitud del lado mayor del

trapecio BCFD?

¢. Determina el valor del perimetro del
drea verde.
Expresa tus respuestas aproximando a
la décima.

4 La figura 2.46 muestra AMNP rectangulo,
cuyo interior esta el valor de su superficie,
MN =ny PM=2n.

P

Figura 2.46

a. Escribe la ecuacién que permite encontrar
el valor de n.

b. ;Cudl es el valor de cada caleto?

c. Calcula el valor de la hipotenusa.

d. ;Supera el valor de la hipotenusa los veinte
centimetros? ;Por qué?

El dibujo que se presenta en la figura 2.47
es un rectingulo con las medidas de dos
trazos que se han hecho en su interior.

! ¥ 1Zmm o
=
26mm
20mm *
Gmm
E i
Figura 2.47

a. ;Cudl es el valor de x en la figura 2.48 ?

b. Escribe dos ecuaciones que permitan
obtener la medida de z.

¢. ;En cudntos milimetros supera y a 27

d. Suma las dreas de los tridngulos y réstala

al drea del rectingulo. ;Qué representa
esta diferencia?

En la figura 248 se muestra una
circunferencia centro 0, de perimetro 25.12
unidades, y que circunscribe a un cuadrado.

Figura 2.48

a. Calcula el valor del radio.
b. Calcula el valor del lado del cuadrado.

S

7 En la Iigura_ 2_.49, AB=4.1 cm, BC=4 cm,
CA =09 cm, DB=3.9 cm y h es la altura del
A ABC.

C

D
Figura 2.49

a. Verifica que A ABC sea rectingulo.
b. Usando el A ABC, halla el valor de h.

8 “Asf es, inspector. Me di cuenta cuando el
ladronzuelo iba corriendo y atravesando en
diagonal la finca vecina. Vi que se llevaba
mis joyas y olras pertenencias mds, y se
perdié en el otro extremo”. Si todas las
fincas de acd son rectangulares, de medidas
40 m por 125 m, haz un bosquejo que
ilustre la finca con sus medidas y simboliza
por d la longitud de la diagonal. ;Cudntos
metros debid atravesar en diagonal este
ladronzuelo?

9 Octavio tiene 3 varillas de metal, de 8,15 y

16 cm, con las que estd trabajando en su
taller de robdtica. Para hacer uno de los
ensamblajes necesita construir con las
varillas un tridngulo rectingulo, cortando
un cierto trozo en cada varilla, de modo
que con los trozos sobrantes pueda armar
un tridngulo equilatero de lado x.

a. Escribe la ecuacién que permite encontrar
el valor de x.

b. ;Cudnto vale x?

¢, ;Cudnto debe cortar de cada varilla para
que pueda construir ambos tridangulos?

d. Verifica que los triangulos construidos sean
rectangulo y equildtero respectivamente.

10 Ya, escribel... distancia desde este punto
de observacién a la azotea: 156, 205 m ... y
distancia desde este punto de observacion
a la base del edificio: 120 m mds o menos,
mmm ... jsi 120 m! 51, hay que demolerlo -
Los hombres de azul y cascos amarillos, se
alejaron, mientras Juan Esteban, que estaba
paseando en su bicicleta, los escuché.

a. Indica la ecuacién que permite calcular la
altura del edificio.

b. ;Qué altura esla mas préxima para superar
dicho edificio? Aproxima tu respuesta al
entero.

11 5é que el mastil de mi flamante velero es de
6 m y que de la parte mds alta de él
amarramos una cuerda de 25 m mds, hasta
atarlo a la proa. Desde la base de este madstil
a la proa tiene que formar un tridngulo
perfecto, que debe tener un angulo recto.

a. Haz un tridngulo que represente la
situacion.
b. Escribe la ecuacion basada en el teorema

de Pitigoras y encuentra tal distancia entre
la proa y el mastil con aproximacién a la

centésima.
Indicadores |
delogro |

B

Criterios de evaluacion

Soy capaz de explicar el teorema

de Pitdgoras.

£Soy capaz de explicar qué es un

trio pitagdrico.

Entendf los ejemplos y ejercicios resueltos
en esta seccidn.

Resolvf correctamente los ejercicios
propuestos en esta seccion.

Trabajé con mi grupo, apertando cuando fue
necesario.

Si obtuviste todos los indicadores (+),
jexcelentel; si obtuviste algunos signos (+/-) y
(-), realiza un mapa conceptual con los
conceptos no adquiridos.
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B2 ¢ Tema 4

Nociones de probabilidad

Estudiards en este tema

+ Cilculo de la probabilidad
de ocurrencia de dos
eventos mutuamente
excluyentes y de eventos
complementarios
(regla de la suma).

Lee el siguiente relato:

Mafiana Juan tendrd el paseo de fin de afio de su curso, y el plan es ir a
la alberca, pero en el prondgstico del tiempo han anunciado que manana
habra mal tiempo con probabilidad de lluvia. Juan rapidamente llama a
su compafiero Miguel Angel quien lo tranquiliza diciéndole que si hay
mal tiempo, el paseo se hard a un museo, pero que segin lo que él ha
podido comprobar, el prondstico del tiempo nunca es muy certero.

Y para comenzar...
Retinete con tres comparfieros y discutan:

1. ;Es posible que al dia siguiente el informe del tiempo sea certero y que
el destino del paseo del curso sea la alberca? ;Por qué? ;Qué nombre
reciben estos eventos?

2. ;Qué tipo de eventos es “habra mal tiempo con probabilidad de lluvia”
y “habra muy buen tiempo™?

Con el mismo grupo resuelve los siguientes ejercicios, discutiendo y
argumentando a favor o en contra de tus resultados y los de tus
companeros.

1. Clasifica los siguientes eventos en mutuamente excluyentes o
complementarios:

a. En una urna se colocaron 12 bolitas rojas y 20 verdes y se extrae una
bolita al azar. Eventos: “extraer una bolita verde”y “extraer una bolita
roja”.

b. En un paseo de curso asistieron 20 alumnos, 10 papds y 14 mamas.
Para un juego se escoge una persona al azar. Eventos:“que la persona
sea padre”y“que sea alumno”.

¢. Mi mama me invité a salir hoy. Me dio 6 posibles alternativas de
lugares: cine, centro comercial, teatro, juegos electrénicos, playa,
restaurante. Eventos: “elegir el cine” y "elegir un lugar distinto
del cine”.

2. Inventen dos pares de sucesos que sean mutuamente excluyentes y dos
que sean complementarios, luego compartanlos con el resto de la clase,
analizdandolos, refutindolos o validdndolos segiin corresponda.

Es importante que refuerces los contenidos aprendidos en grados
anteriores sobre este tema, pues te ayudarin a lograr una mejor
comprension de los nuevos temas que aprenderds a continuacién,

Calculo de la probabilidad de eventos
mutuamente excluyentes

Anibal estaba haciendo su tarea de Matematicas junto con su grupo de
amigos. Ellos debian lanzar un dado 50 veces y anotar los nimeros que
obtenian, para luego calcular su probabilidad experimental. En este
experimento, obtuvieron los siguientes resultados:

Namero de veces que ha salido | Probabilidad experimental |

1 6 012
2 4 0.08
3 15 0.30
4 12 0.24
5 8 0.16
6 0.10

-Mira Marcela —dijo Anibal-, voy a definir dos sucesos en el mismo
experimento de lanzar un dado: el primero serd “oblener un 5” y el
segundo, “obtener un 6”. Entonces, ;qué pasard con la probabilidad del
evento“obtener un 5 o un 6"?

—-Bueno, Anibal, dime ;cudl es tu teoria al respecto?

-Mmmm, déjame pensar un momento... bueno, bueno, segiin los datos de
nuestra tabla, salié 8 veces el 5 y 5 veces el 6, por lo tanto, salieron 13 veces

5 0 6. Con lo que su probabilidad seri de %2 0.26. jSoy brillante!

—Bien, es un buen razonamiento. Escucha el mio. Como los sucesos que ta
has definido son mutuamente excluyentes, pues no pueden aparecer el 5
y el 6 a la vez, entonces no habra ninguna vez que al lanzar el dado se dé
esta posibilidad y, por lo tanto, si las probabilidades de cada uno de ellos
son 0.16 y 0.10, respectivamente, entonces, la probabilidad de uno o el
otro serd 0.26, es decir, la suma de ambos, pues la probabilidad de uno de
ellos no es parte de la probabilidad del otro.

¢ ;Te parece cierto el razonamiento de Marcela?

En efecto, cuando dos sucesos o eventos son mutuamente excluyentes, la
probabilidad de su unidn (es decir, de que ocurra uno o el otro) serd la suma
de las probabilidades de cada uno de ellos. Esto es, si A y B son eventos
mutuamente excluyentes, entonces, PLA U B) = PlA o B] = P(A) + P(B).

Tema 4 » B2




Recuerda y registra...

Los eventos o sucesos
mutuamente excluyentes
son aquellos que no pueden
ocurrir en forma simultdnea,
es decir, siun evento sucede,
significa que el otro no puede
acurrir.

PROBLEMAS RESUELTOS

1. En un juego de naipes inglés como el de la figura 2.50, Sebastian tiene
la posibilidad de ganar si extrae un 2 o un rey al tomar una carta al azar
del naipe. ;Cudl es la probabilidad que €l tiene de ganar?

Figura 2.50

SOLUCION
Procedimiento: Como extraer 2 y extraer rey son eventos mutuamente
excluyentes, podemos anotar que:

P2 orey)=P(2) + P(tey

~ 0.15. {e= decir, aproximadmnente 155%)

P2 orey ;S—z-+-5i2—§§--—

B
sl

2. ;Y qué probabilidad tiene de perder?

SOLUCION

Procedimiento: Aqui tendriamos que calcular la probabilidad de obtener
una carta distinta de dos y de rey, lo que equivale a sumarlas probabilidades
de obtener 1,3, 4,5,6,7,8,9,10,] y Q. Pero esto es muy largo. Es mejor que
pensemos en los sucesos ganary perder, ya que ellos son complementarios,
;no? Por lo tanto, la probabilidad de perder serd 1 menos la probabilidad
de ganar.

Es decir: P perder) = 1 — 0.15 = 0.85. O sea, el 85%.

Puedes profundizar en este tema en las siguientes piginas web.
| Recuperadas, febrero 1, 2013, de:
1 v ttpelfroww.monografins.com/trabajos$9/adicion-probabilidades-eventos-
mutuamente/adicion-probabilidades-eventos-mufuamente.shiml
hitp:tfwww.eyeintheskygroup.com/Azar-Ciencin/Probabilidad-Estadistica-
Juegos-de-Azar/Probabilidad-Sucesos- Excluyentes-Simuldtaneos. hitm

También en la siguiente pagina web puedes elegir la actividad
Probabilidad, donde podras elegir, sucesivamente, dos eventos de
un experimento. Cuando estos sean mutuamente excluyentes,
calcula la probabilidad de que ambos ocurran. Recuperada,
noviembre 04, 2013, de:

http:/ilite.org. mxfrepositorio/portafolios/gis/02_gis/recursos/mat2/
oda/Zm_b04_104_s01_descartes/Principal. html

Calculo de la probabilidad de eventos
complementarios

—-iMiren! —dijo Marcela, una de las compaineras de Anibal-. j;No les
parecen extranos los ntimeros de la tabla anterior?! j;No ven ninguna
regla especial?!

-jAy, Marcela, ti siempre tratando de ver“algo” especial!

~Lo que sucede es que ustedes nunca ven nada. En algo estamos de
acuerdo, estos niimeros son todos los posibles resultados en un dado vy,
por lo tanto, todos los posibles elementos del espacio muestral de “lanzar
una dado”, ;me siguen?...

-5i, claro —respondieron a coro-, en eso te seguimos.

~FPues bien, si se fijan en la columna de las probabilidades de cada niimero
y suman todos ellos da por resultado 1... ;No les parece curioso? Yo habia
hecho este experimento en mi casa y, aunque obtuve diferentes
probabilidades para cada niimero, siempre sumod 1 el total de ellas.

¢ ;Qué opinas ti de la afirmacién de Marcela? ;Por qué sucederd esto?

Pensemos. Cada uno de los niimeros del dado es una parte del dado o del
todo (o del entero) y, ademds, los sucesos de obtener cada uno de los
niimeros es mutuamente excluyente con respecto a los otros, es decir,
nunca sucedera que pasen dos de ellos a la vez. Por lo tanto, cada una de
estas partes no se interseca con las otras, y todas forman el entero.
Lo mismo sucedera con sus probabilidades. Si pensamos en obtener un
nuamero del 1 al 6 al lanzar el dado, tendremos que su probabilidad es
100% o 1, que es lo que refleja la tabla.

* ;Estas de acuerdo?

Ahora bien, si pensamos en los eventos“obtener un nimero mayor que 2*
y“obtener un niimero menor o igual a 27, estards de acuerdo con el hecho
de que ellos son complementarios y con que sus probabilidades deben
sumar 1. Por lo tanto, podemos decir que P> 2)+ P <2)=1, es decir,
P>2)=1-P<?2

En general, esto sucede con todo par de eventos complementarios.
Si A es un evento y A° su evento complementario, entonces se tiene que:
PIA)=1—PlA) o PlA) =1 — PA"),



B2 ¢ Tema 4

Recuerda y registra...

Los suceses o eventos
complementarios

son aquellos mutuamente
excluyentes cuya unidn es el
espacio muestral, es decir, el
espacio muestral de uno de
ellos, mds la suma del espacio
muestral del otro, resulta

en el conjunto de todos los
resultados posibles.

PROBLEMAS RESUELT0S

1. Sabemos que en un dado cargado la probabilidad de que salga un
ndmero impar es 0.15. ;Cudl serd la probabilidad de que al lanzarlo se
obtenga un nimero par?

SOLUCION

Procedimiento: Los sucesos involucrados aqui son complementarios, pues
uno (que salga par) es el contrario del otro (que salga impar). Por lo tanto,
podemos decir que:

P par)= 1 — Plimpar), esto es, P{par) = 1 — 0.15 = 0.85. O sea, 85%.

2. En una urna hay fichas blancas y negras. La probabilidad de que al
extraer una ficha esta sea blanca es de 0.35. 5i en total hay 60 fichas en
la urna, ;cudntas de ellas son negras?

SOLUCION

Procedimiento: Como los eventos “extraer blanca” y “extraer negra” son
complementarios, entonces la probabilidad de extraer una ficha negra sera
Pini=1-Pb) =1 — 0.35 = 0.65. Entonces, podemos plantear que:

[T total fichas negras
™ = Yotal de fichas 60

- 0.65=g‘— = x=39

(por o tanto, Iy 39 fichas negras en la urna)

(=]

3. Si una moneda cargada es tal que la probabilidad de obtener cara es
0.37, ;cual sera la probabilidad de obtener cruz?

SOLUCION
Procedimiento: Eneste caso, ;podemoshablar desucesos complementarios?
Explica. Determina ta este valor.

U Puedes entrar a la siguiente pagina web y realizar simulaciones de

volados con dos, tres y hasta cuatro monedas, asi como determinar

0§ v, algunas probabilidades relacionadas con este experimento.
Recuperada, noviembre 04, 2013, de.
http:/fdocentes.educacion.navarra.es/msadaall/geogebra/figuras/azar_
monedas3. htm

Y para finalizar...

Retinete con otro compafiero y plantea un evento, del que sea factible
calcular su probabilidad, de tal manera que el evento que tu compaiiero
invente otro evento que sea mutuamente excluyente del tuyo, al que
también se le pueda calcular la probabilidad.

Realiza lo mismo con dos eventos complementarios, y discutan otros
posibles eventos que puedan ser complementarios o mutuamente
excluyentes de los que ya tienen, argumentando las razones de esta
eleccion.

Luego, calculen la probabilidad de los pares de eventos iniciales que
plantearon.

Dadoeargads: dado que tiende a caer mds sobre una de las caras que sobre las ofras.

Comprueba tus conocimientos Tema 4

I. Frente a cada una de las siguientes
afirmaciones, coloca V (verdadero) o F (falso)
segtin corresponda:

1 __ Elvalordelasuma de las probabilidades
de dos sucesos mutuamente excluyentes
puede ser 1.

2 ___ Si la probabilidad de un suceso es
de 34%, entonces la probabilidad del
suceso complementario es de 1 — 34%.

3 __ Siendo M y N eventos mutuamente
excluyentes, entonces,
PEIMUN)=PMoN)=P(M! + PIN)

4  Si dos sucesos son mutuamente
excluyentes, entonces la probabilidad de
que ocurran ambos a la vez es cero.

I Justifica aquellas afirmaciones que son falsas
en el ejercicio I.

IIL Resuelve los siguientes ejercicios y problemas:

1 Se dispone de un dado de ocho caras
cargado, cuyas probabilidades de aparicién
para cada nimero estin dadas en la
siguiente tabla:

m Probabilidad experimental |

1 0.08
0.13
0.11
0.15

0.135
017

0.145

== B I < S o BT R P S

X

a. Determina el valor de x.

b. ;Cémo estd presente el cdlculo de la
probabilidad de sucesos complementarios
en la obtencién de x?

2 Gilberto esta estudiando probabilidades.
Por un momento se detiene y comienza a
barajar todas sus posibilidades de aprobar:

a. En el examen de Matemiticas estimo que
hay 55% de que obtenga la nota minima,
pero no suficiente para mi aprobacion de
la asignatura, y 35% de que obtenga una
nota inferior al minimo. Pero igualmente
obtener una calificacién mayor al minimo
es de... Dime ;qué probabilidad hay de
que esto ocurra?

b. Finalmente, ;por qué el porcentaje que
me has indicado en a. no garantiza que
apruebe Matematicas?

Indicadores
de logro

EEEEE

Criterios de evaluacién

:Soy capaz de explicar como se calcula la
probabilidad de un suceso que es
complementario a otro?

250y capaz de explicar como se calcula la

probabilidad de la unién de dos eventos
mutuamente excluyentes?

;Entendi los ejercicios resueltos?
;Desarrollé correctamente los ejercicios
propuestos?

;Colaboré con mis comparieros cuando
tuvimos que trabajar en grupo?

Si obtuviste todos los indicadores (+),
ifelicitaciones!; si obtuviste algunos signos
(+/-) y (=), relee los ejercicios resueltos y
vuelve a realizar los ejercicios propuestos con
ayuda de tu maestra o maestro.




A continuacién se muestra un mapa conceptual que resume las ideas mas importantes que se han

Sintesis Bloque 2

presentado en este bloque. Debes completarlo con los contenidos recién aprendidos.

I

y

v

Ecuaciones Si son del tipo Sison del tipo
cuadrdticas
Se resuelven Se resuelven
Y sus soluciones son ¥ sus soluciones son
s M LR e Traslaciones: Rotaciones: Simetrias centrales:
Son Son Son
Se construyen Se construyen Se construyen

* Teorema de Pitdgoras

v

Geométricamente
dice que

Algebraicamente

dice que

> Probabilidad

Y

Y

SiAy B son eventos

su probabilidad se calcula como

SiAy B son eventos

_

su probabilidad se calcula como

Comprueba tus conocimientos Bloque 2

I. Coloca V (verdadero) o F (falso) frente a cada
afirmacién segiin corresponda.

I Las ecuaciones cuadrdticas del tipo a
x* = bx siempre tienen dos soluciones y
una de ellas siempre es 0.

2 La ecuacién x> —6x+9=0 tiene
solamente una solucién.

3 Toda rotacion es también una simetria
central.

| Si los catetos de un tridngulo rectingulo
miden 15 y 36 cm, entonces su hipotenusa
mide 37 cm.

5 Si dos eventos, A y B, son complementarios,
la probabilidad de A se puede calcular
como 1—PA

IL Resuelve los siguientes ejercicios y problemas
escribiendo todo el desarrollo en tu cuaderno:

1 Resuelve las siguientes ecuaciones
cuadrdticas:

a3 —5x=x(2x-73)
b.3lx*—2x+9)=x(2x— 1)+ 33
Xt 2 xee—dx
S e @
2 Dada la figura 2,51, realiza la traslacion en el

vector dado.
c

o

-t-.f;'____
Figura 2.51

5 Dadas las figuras 2.52 a, b y ¢, determina si
ellas tienen centro de simetria central.

. E b. C. f’ .:
ﬂ * (A A

Figura 2.52a Figura 2.52 b Figura 2.52 ¢

1 Dado el tridngulo rectingulo en B de la
figura 2.53, determina los valores pedidos en
cada caso:

A

a
Figura 2.53
a. El perimetro del tridngulosia=25cmy
c=4.6 cm

b. El drea del tridngulosic=36 my b =60 m

5 Ximena estd trabajando para una agencia de
marketing. Ella tiene el proyecto de unas
nuevas paletas que irdn dirigidas a nifias de
hasta 4 afios. Para ello, debe confeccionar un
afiche publicitario con su eslogan
correspondiente. Después de un arduo dia de
trabajo, su afiche quedé como se indica en la
figura 2.54:

Paletas “Estrellita”
Tu paleta mas bonita
10 bafsrs w2 pouirs

X

LEH19453,, Sel9led
Figura 2.54

En él hay una traslacién, dos simetrias y una
rotacion. ;Dénde estan? Definelas
matematicamente.

& Luis decidié hacer orden en el baiil de sus
juguetes. Dej6 a un lado los que ya no quiere
y va a regalar y dejo en el bail 13 autitos, 22
camiones, 20 aviones y 2 tanques. Decidié
que manana tomard un juguete al azar y
jugara con él. ;Cuadl es la probabilidad de que

este juguete sea tanque o camién?



1 Valentina fue de compras junto con su mejor amiga. Ella compré un pantalén, una blusa y un par de
zapatos y pagd por todo 2 620 pesos. Si sabemos que el par de zapatos costd el doble del precio de
los pantalones mas 170 pesos y la blusa costd 510 pesos menos que los pantalones, ;cudl es el precio
que Valentina pagé por sus pantalones?

2 Rodolfo estd armando un juego de azar para presentarlo como proyecto de matematicas para su
escuela. El disefié una témbola en la que colocard bolitas de tres colores: rojo, blanco y verde. El
quiere que la probabilidad de obtener una bolita verde sea del 35%. Marca 5i 0 No para indicar con
cudles de las siguientes combinaciones se obtendra lo pedido.

. 50 blancas, 35 verdes y 15 rojas Si/No
£. 16 blancas, 14 verdes y 10 rojas Si/No
. 9blancas, 21 verdes y 30 rojas Si/No

3 La figura 2.55 representa un hexagono regular. Basado en esta informacion, responde.

F
A E
B D
c
Figura 2.55

2. (En qué dngulo y con qué centro de rotacion habrd que girarlo para que el nuevo hexagono
coincida con el dado?

b. ;Crees ti que solo con traslaciones se podrd cubrir una hoja de papel con esta figura?
Explica como lo harias o por qué no es posible.

Evaluandonos

Autoevaluacion

Realiza esta autoevaluacién sobre tu desempeio
en este bloque, de manera responsable y
honesta, pues esta informacién te ayudard a
remediar y mejorar tu desempeiio.

Silo |Mefalta

Uso de ecuaciones cuadriticas para
modelar situaciones y resolverlas
usando la factorizacidn.

Andlisis de las propiedades de la
rotacidn y de la traslacién de figuras.

Construccién de disefios que
combinan la simetria axial y central, la
rotacion y la traslacion de figuras.

Andlisis de las relaciones entre las
dreas de los cuadrados que se
construyen sobre los lados de un
tridngulo rectangulo.

Explicitacion y uso del teorema de
Pitdgoras.

Célculo de la probabilidad de
ocurrencia de dos eventos
mutuamente excluyentes y de eventos
complementarios (regla de la suma).

Heteroevaluacion
Pidele a un compafero que valore si:

En las actividades grupales, colaboré
con mis compareres, argumentando y
explicando los procedimientos
utilizados.

Tuve una participacién relevante en las
actividades grupales propuestas.

Al exponer las ideas y resultados del
grupo ante el resto del curso, lo hice
claramente y explicanda los
procedimientos utilizados.

Expuse mis ideas claramente y
respetando siempre la opinidn de los
demds integrantes.

Siempre tuve una actitud abierta y

receptiva a las sugerencias de mis
companeros de grupo.

Me
sugieren
mejorar

Heteroevaluacion

Conlaayuda de tu maestro analiza tu desempeno
y pidele que te sugiera estrategias para mejorar.




Al finalizar el bloque, el alumno:

- Bloque 3

* Resuelve problemas que implican el uso de
ecuaciones de sequndo grado.

* Resuelve problemas de congruencia y semejanza
que implican utilizar estas propiedades en
triangulos o en cualquier figura.

Estudiards en este bloque:

Tema 1: Patrones y ecuaciones

# Resolucién de problemas que implican el uso de
ecuaciones cuadraticas. Aplicacién de la formula
general para resolver dichas ecuaciones.

Tema 2: Figuras y cuerpos

» Aplicacidn de los criterios de congruencia y de
semejanza de tridngulos en la resolucidn de
problemas.

*» Resolucion de problemas geométricos mediante
el teorema de Tales.

= Aplicacion de la semejanza en la construccion de
figuras homotéticas.

Tema 3: Proporcionalidad y funciones

® Lectura y construccion de graficas de funciones
cuadriticas para modelar diversas situaciones
o fenémenos.

» Lectura y construccién de gréficas formadas por
secciones rectas y curvas que modelan situaciones
de movimiento, llenado de recipientes, etcétera.

Tema 4: Nociones de probabilidad
* Cilculo de la probabilidad de ocurrencia de dos
eventos independientes (regla del producto).
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Patrones y ecuaciones

..... st i s

* Resolucidn de problemas
que implican el uso de
ecuaciones cuadriticas.
Aplicacion de la formula
general para resolver
dichas ecuaciones.

Lee el siguiente relato:

El origami es un arte de origen japonés que consiste en el plegado de
papel y sin necesidad de utilizar tijeras ni pegamento, obtener figuras de
formas variadas, varias de las cuales podrian considerarse como esculturas

de papel.

Esta técnica permite transformar el papel en formas de distintos tamanos
partiendo de una base inicial rectangular o cuadrada que pueden ir desde
sencillos modelos hasta plegados de gran complejidad.

Te invitamos a realizar una actividad en la que combinards las matemadticas
y el arte mediante el disefio de alguna figura que te llame la atencién,
usando esta técnica. Para ello, debes reunirte con otro compafiero y
realizar un disefio como el que te presentaremos a continuacién u otro
que encuentres. Luego, debes determinar el drea del papel que utilizards
yluego determinar el drea final aproximada de la figura, descomponiéndola
en figuras conocidas y de las que conozcas la medida de sus lados. Todo lo
anterior lo debes realizar de manera general, es decir, considerando las
medidas de los lados de tus figuras con un nombre genérico, como se

muestra en la figura 3.1.

Figura 3.1

Y para comenzar...

1. ;5i no contamos con el valor de la medida de los lados de una figura,
podemos calcular el valor numérico de su perimetro, de su drea y de su
volumen?

2. ;Y el valor genérico de estas magnitudes, utilizando solo variables?

Debes recordar y reforzar muy bien el uso de formulas pues serd
indispensable para la comprensién de la férmula general para resolver
ecuaciones cuadraticas que aprenderds a continuacion.

Variable: cantidad que puede tomar varios valores numéricos segiin su contexto.

Formula general para resolver las

ecuaciones cuadraticas

En la clase de Daniel y Paulina se estd organizando la fiesta de graduacion
con la que celebrardn su término de preparatoria. Para ello, han reunido
$50600. El sefior Lucas Montecinos, encargado de la empresa que mas
les gusta, les dijo que si él les rebajara en $165 el costo por persona,
entonces podrian ir 6 mas. Interesados por esta oferta, deben hacer los

cdlculos de la cantidad de personas que pueden ir y cudnto costaria el
men por cada uno.

Celeste, la hermana menor de Daniel, que estaba escuchando la
conversacién, le dijo a Daniel: “j; Pero cémo pueden calcular eso?!”

Daniel le explicd:

Llamemos x a la cantidad de personas que van e y al costo de la cena, por
persona, entonces podemos anotar que:

x-y=>50600

Ahora bien, como nos rebajarin $ 165 y podrdn ir 6 personas mas,
podemos anotar también que:

(x + 6)(y — 165) = 50 600

Despejamos la incdgnita y de la primera ecuacién y luego la
remplazamos en la segunda:

Six-y=50600 = y=>20600

Remplazando en la segunda ecuacidn, tenemos que:

(x+6)29890 _ 165) — 50600

Multiplicando término a término, se tiene:

50600 — 165x +223890 _ 990 50600 /- 50600

— 165x+3036800 _ 999 ¢ /X

— 165x* 4+ 303 600 — 990x =0 =1 (v ordenando)
165x% 4+ 990x — 303600 =0

“.Y qué tipo de ecuaciones son estas? —pregunté Celeste- ;Y como
se resuelven?”.

De acuerdo a lo que has aprendido hasta ahora, ;de qué tipo es esta
ecuacion?

(Es posible resolver esta ecuacién mediante los métodos que has aprendido
hasta ahora? Explica.

Tema1*B3
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5 =50600 _ 50600

Como puedes ver, la ecuacién anterior no es de ficil factorizacién y los
matemadticos se enfrentaban a este problema al tratar de resolverlas. La
idea de ellos era encontrar una férmula que los ayudara a solucionar
cualquier ecuacién cuadritica. Por eso plantearon y demostraron una
Férmula general que permite resolver cualquier tipo de ecuacién
cuadratica.

Si la ecuacién cuadritica es de la forma ax® + bx + ¢ = 0, debes tener en
cuenta lo siguiente:

- El coeficiente a es el factor numérico del término que contiene a x*.
- El coeficiente b es el factor numérico del término que contiene a x.
- El coeficiente c es el término libre.
Luego, remplazamos dichos valores en la formula:
—b ++/'b? — dac
2a

Entonces, ahora podemos responder el problema de Daniel y Paulina.
La ecuacion que ellos deben resolver es:

165x* 4+ 990x — 303 600 = 0. Aqui, a = 165, b =990y c = —303 600.
Remplazando:

X==

g = —=bE Vb7 —dac
- 2a
4~ —990++/990% — 4165 - —303 600
= 2-165
=990 + /980 100 + 200 376 000
o= 330
e —990 + v/201 356 100
N 330
_ =990 +14190 (nota que tendrds dos resultados, uno
Ly 330 cuando surnes y el ofro cuando restes)
. —990+14190 13200
6= 330 =330 40
__—990—-14190 _ —15180 _
%= T

Como x representa la cantidad de personas que asistirian originalmente,
sin la oferta, a la fiesta, no puede ser negativa. Por lo tanto, originalmente
asistirian 40 personas. Remplazando este valor en

¥ 40 = 1265, cada uno deberia pagar $1265.

Ahora bien, con la oferta que les hizo el Seior Montecinos podrdn asistir
46 personas y cada una de ellas pagari $1 100.

Tema1*B3

PROBLEMAS RESUELTOS
121 —8x—-5=0

SOLUCION

Pracedimiento: En primer lugar, nota que para aplicar la formula, uno de
los miembros de la ecuacion debe ser 0. Ahora determinamos los
coeficientes numeéricos que utilizaremos:

=a=2L,b= —-Byc= -5

e b \/‘b‘z"'_ 4(.'.' 1’.' (remplazando valores de a, by c)
L 2a
—(-8)£V([—-8F—4%-21- -5
- 2:-21
i 8 £ 64 4+ 420
o 42
y=B8EV484 B122
= 42 42
Por lo tanto, tenemos las soluciones:
x=B8+22_30_5 . _8-22_ -14_ 1
1 42 427" 42 42 3
Asi, las soluciones de la ecuacién son:
5 — _1
X, =Z0X,= —3

2. 5(x® — 6x)+ 45 =4(5 — x*)

SOLUCION
Procedimiento:

(desarrollando los paréntesis)

5x? — Bx) + 45 = 45 — x?)
5x* — 30x 4+ 45 =20 — 4¢* [ — 20+ 4x*
9x* —30x+25=0

(si bien esta ecuacidn se puede factorizar,

aplicaremas la fdrmula. Recuerda que esta se ist
puede utilizar en cualguier ecuacion) Recuerday =

Todas las ecuaciones
a=9b= —30yc=25 cuadrdticas, no importa qué
forma tengan, se pueden
—b+ VB — 4ac resolver mediante la formula
Remplazando en x:T, se tiene que: general de resolucion de
- ecuacion cuadrdtica. Nota que:
i —(—30)+(-307—-4-9-25 Si la ecuacion es de la forma
2:9 ax* 4 ¢ =0, elvalor de b que
T debes remplazar en [a férmula
x— 302900900 _30+v0 _30+0 serd 0.
18 18 18 Slla.m&dnesdeiaforma
3040 30 5 30-0 30 5 ax® + bx = 0, elvalor de ¢
For lo tanto, x, =—=— =2 =S yx, =~—m—===2% que debes remplazar en la
i 18 18 3772 18 18 3 ik satb.
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Si las soluciones o rafces de una
ecuacion cuadrdtica se calculan
por la férmula,

g b VB — dac

2a
entonces, que una ecuacidn
tenga dos soluciones reales o
una solucién real o no tenga
soluciones reales dependerd
de la cantidad subradical de
la rafz, a la que se le llama
discriminante y se representa
por A,

Asf, A =Db" — 4ac ytendremos
que si:

A = 0 =la ecuacidn cuadrdtica
tendrd dos soluciones reales y
distintas A = 0 =la ecuacién
cuadrdtica tendrd solo una
solucidn real (o dos soluciones
reales eiguales) A < 0 =

la ecuacidn cuadratica no
tendrd soluciones reales (pues
la cantidad subradical serd
negativa).

Nota que esta ecuacidn tiene dos soluciones iguales o una sola solucién.
3. (4x—-3l=x-9

SOLUCION

Procedimiento:

(resolviendo e paréntesis)

xX(4x —3)=x-9
4 —3x=x-9 f—x+9

4x' —4x+9=0 jJa=4, b= —4yc=9
—(—4)+/(—47—-4-4.9
Z-4

_4+v16—144_ 4+ —128
- 8 - 8

Ne=

X

Al tratar de calcular v/ —128 te daris cuenta de que ningin nimero
positivo o negativo que hayas estudiado, al elevarlo al cuadrado, dard por
resultado —128, por lo tanto, esta raiz no existe y, luego, esta ecuacién no
tendra solucion en el conjunto de dichos niimeros.

4. Te desafiamos a resolver el siguiente problema: El drea de un cuadrado
es 32 cm? Determina la medida de su diagonal.

SOLUCION

Procedimiento: Los lados de un cuadrado serdn iguales, y en la figura 3.2 se
han nombrado con la letra a. Para determinar el valor de la diagonal de este
cuadrado, puedes utilizar un conocido teorema ya estudiado que se utiliza

enlos tridangulos rectingulos, ;lo recuerdas? Plantea y resuelve esta ecuacién,
considerando ademds que el drea de un tridngulo se calcula como: A =%,
donde b es la base del tridngulo y a corresponde a su altura, y que el drea

total del cuadrado corresponde a 2 veces el area del triangulo.

a
Figura 3.2

Puedes repasar y profundizar este contenido en la siguiente
| pdgina web, recuperada, noviembre, 07, 2013, de:
¥ vmww.... http:/ . aprendematematicas.org.mx/notas/algebra/DGB1_4_1_3.pdf

Y para finalizar...

Forma con tus compaiieros grupos de no mas de 3 personas y plantee cada
uno una ecuacién cuadratica que solo se pueda resolver mediante el uso
de la férmula general y que ademds, modele una situacién cotidiana.
Luego, justifica ante tus otros compafieros de grupo, la eleccidn, resolucién
y comprobacion de tu ecuacion.

Comprueba tus conocimientos Tema 1

I. Coloca Verdadero (V) o Falso (F) en cada
afirmacion segin corresponda. Justifica el
porqué las afirmaciones falsas lo son.

1 Sea ax’ + bx + ¢ =0 con a # 0, entonces:

a. Este tipo de ecuacién siempre
tiene solucidon.
b. La férmula de resolucién es
e — b+ Vb +4ac
a 2a

2 Ahora bien, considerando

8x* — 18x — 5 =0, luego:

a. _ Se debe aplicar la férmula de
resolucién, porque no es
directamente factorizable.

b, a=8b= —-18yc= -5

c. Las soluciones son las mismas que
las obtenidas en 4x’ — 9x —2.5=0

II.Resuelve los siguientes ejercicios:

1 Resuelve las siguientes ecuaciones

cuadrdticas mediante la férmula general y
comprueba el(los) resultado(s) obtenido(s):

a.2x*+3x—-5=0

b.6x* +3= —11x

c 3x(x+2) —4x(x+6)=77
d.(3x+12—-(2x-3P=0

L -(+5) 105

7 17
o B
7z+2°9
g'3.75*—61:::+1}__?2
9 =1
g9 zZ+4
4—z z+42
. Xt 3x_17x-2
PR 10

2

n y 90 —7n son nimeros naturales tales
que la suma de sus cuadrados es 1 730.

a. Escribe la ecuacién correspondiente.

b. Explica por qué es necesario hacer uso
de la férmula general para la resolucién
de la ecuacién anterior.

¢. Encuentra ambos niimeros.

Desarrolla cada ejercicio y da respuesta a la
pregunta planteada.

a. Al dividir 961 por un cierto nimero
resulta este mismo nimero. ;Cudl es el
numero?

b. Dividiendo 229 por y, se obtiene y como
cociente y resto igual a cuatro. ;Cudl es el
valor de y?

La medida de superficie de un triangulo
equildtero de lado a es +/192 m? ;Cudl es el
valor de su perimetro?

Se dispone de un cuadrado de lado a
medido en metros. 5i se aumentan dos de
sus lados opuestos en cuatro metros y los
otros dos en seis metros se obtiene un
rectingulo de doble drea que el drea
del cuadrado:

a. Haz un bosquejo de la situacion.

b. Encuentra la medida de los lados del
rectangulo.

Los coeficientes a y b de la ecuacién

ax* + bx — 6 =0 cumplen las siguientes

condiciones: 2a + b =15y — 5a + 3b = 23.

a. Halla los valores de a y b respectivos y
remplazalos en ax* + bx — 6 =0

b. En la ecuacién obtenida en a. ;Cudles son
los valores de x?7

¢. 5i en la ecuacién que has escrito en a.
cambias — 6 por + 16, ;por qué no es
posible obtener el valor de x haciendo
uso de la férmula general?



7 Dada la figura 3.3,

Figura 3.3

a. Escribe la ecuacién cuadratica que permite
la obtencion de d.
b. Encuentra el valor de cada lado.

Santos revis6 en internet maneras de
construir cohetes de juguete y encontrd,
ademds, una ecuacion para calcular el iempo,
en segundos, en que ese tipo de cohetes
tardaria en alcanzar 30 m desde la plataforma
de lanzamiento: —2t* + 15.49t= 3, pero al
resolverla, no coincidié con el tiempo que
alli mostraban.

a. ;A qué valor(es) se refiere esta ecuacién?
Aproxima a la centésima.

b. Supongamos que la altura por alcanzar
fuera la mitad del valor anterior, es decir,
el tiempo requerido para esto esta dado
por —2tf 4+ 15.49t=15. ;Serd verdad
que el tiempo necesario corresponde a la
mitad del valor encontrado en a.?

9 El distraido Hipdlito revisé los apuntes

sobre la proporcionalidad inversa que
estan presentes en un viejo libro. En voz
alta, repetia: si para realizar un determinado
trabajo, 24 trabajadores se demoran dos
dias, 12 trabajadores lo efectuarian en el
doble de tiempo, siempre y cuando se
guarden las mismas condiciones. Por otro
lado, 3y + 5 trabajadores tardarian 3y + 3
dias. Sin darse cuenta, se habia adentrado
en el mundo de las ecuaciones cuadraticas.

Previamente, encuentra el valor de la
constante de proporcionalidad y responde:

a. Escribe la ecuacién de segundo grado
que se deriva de lo descrito en el
enunciado.

b. ;A qué valor de y se referia?

c. ;Cudntos eran los trabajadores y cuantos
dias tardarian en realizar el trabajo?

10 Cuando llegé el tio Jacob con cinco galones

de barniz, nos explicé que los aplicaria en
el frontén de nuestra casa, en la parte
triangular de la fachada que reposa sobre
la cornisa. Agregd que como la altura mide
1 metro menos que la base, no le fue dificil
hacer el calculo con respecto al nimero de
galones que usaria en el frontén, ya que
para el de su casa, usé dos galones menos.
.Y por qué menos?, le pregunté. Entonces
sefialé que aunque el frontén de su casa
tiene 1 metro mds de base, la altura es 2
metros menos que el frontdn de la nuestra.

a. Establece la proporcién necesaria a
resolver, usando la letra b como la
medida de la base.

b. ;Puedes tia calcular cudl es el drea de
ambos frontones?

¢. ;Cudnto rinde cada galon de pintura?

11

12

13

Mi abuelo me dijo que existe una relacién
entre la velocidad de escape en la Luna, en
kmy/s, (velocidad minima de un cuerpo
para despegar hacia el espacio, sin orbitar
el planeta, desde el suelo) y su aceleracion
de gravedad, en m/s’. Segiin lo que he
averiguado, esto es:

v.=y2-4,"R,

Como la velocidad de escape en la Luna (v )
es, numeéricamente 1,46 veces aceleracién
su gravedad (g,) v el radio lunar (R) es
aproximadamente 1734 km, entonces..
hagamos los cdlculos, v estimemos la
aceleracion de gravedad lunar en m/s? y su
velocidad de escape en km/s. Usa tu
calculadora y aproxima tus resultados a la
centeésima.

Matilde le pidié a su hermano que le
ayudara a construir una caja muy especial
para sus juguetes. Debe ser de base
cuadrada, sin tapa, de alto 30 cm y que su
volumen sea 588 L. Ademads, debe ocupar
un cartén cuadrado. El hermano de Matilde
después de hacer algunos cilculos, le dio
las medidas precisas para que consiguiera
el cartén. ;Cudles eran estas medidas?

Don Alfonso, duefic de una fabrica de
muebles, les encarga a dos operarios un
trabajo que, juntos, debieran terminar en 6
semanas. 5in embargo, deciden hacerlo por
separado. Sabiendo que siempre uno de
ellos se demora 5 semanas mas que el otro
en terminar los trabajos, ;cudnto se
demorard cada uno trabajando por
separado? ;Qué les dirias para que se
convencieran de que el trabajo en equipo es
una buena alternativa?

14 Rosaura estudia y trabaja. En la noche
rendida por el cansancio de hacer sus
tareas, no alcanza resolver la siguiente
ecuacion, en la cual cada factor representa,
en cm, la medida de una arista en un
paralelepipedo: 2(2x — 31(5x — 9) = 224.

a. ;Qué representa esta férmula? ;Su
desarrollo, conduce a una ecuacién de
segundo grado que deba solucionarse
usando la férmula general? ;Por qué?

b. Determina el valor de x y escribe la
medida de cada arista.

¢. ;Cudl es el valor de x, si el valor de cada
arista disminuye en una unidad pero se
mantienen los 2247

Indicadores
de logro

Criterios de evaluacion

'
X
1

Soy capaz de explicar cdmo se resuelven las
ecuaciones cuadrdticas usando la férmula
general para ello.

Entendi los ejercicios resueltos en esta
seccidn.

Pude resolver correctamente los ejercicios
propuestos en este tema.

Colaboré con mi grupo activamente cuando
fue necesario.

Siobtuviste todosindicadores(+),jfelicitaciones!;
si obtuviste algunos signos (+/-) y (=), realiza
un mapa conceptual con los conceptos no
adquiridos.
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Figuras y cuerpos

 Estudiarisenestetema

+ Aplicacion de los criterios
de congruencia y
semejanza de trigngulos en
la resolucidn de problemas.

+ Resolucidn de problemas
geométricos mediante el
teorema de Tales.

* Aplicacién de la semejanza
en la construccidn de
figuras homotéticas.

Observa la siguiente imagen que muestra una fotografia y su ampliacion:

Y para comenzar...

1. Las medidas de los lados de una de las fotografia son 7 em de ancho y
12 em de largo, individualmente, determina las medidas de su
ampliacién, de tal manera que el homélogo del lado que mide 7 cm,
mida 13 ecm en la fotografia ampliada, ;cudnto debe medir el otro lado?

2. Si ahora se desea reducir la fotografia original, ;cuinto deben medir
los lados homdlogos de esta nueva fotografia, si la razdn de semejanza
es 3:1? Considera las medidas reales de la fotografia mas grande.

3. ;Qué nombre reciben estas figuras? ;Cudles son sus caracteristicas?

Para revisar estos contenidos resuelve individualmente los siguientes

ejercicios:

1. Dadas las figuras 34 a, b y ¢, decide si estas son congruentes o
semejantes, justificando tu decision con alguno de los criterios
aprendidos en el bloque 1 para la congruencia y la semejanza de

tridngulos. Luego, retinete con dos compafieros y comparen sus
apreciaciones, explicando y justificando en cada caso:

A
A B
B (i
c
Figura 3.4.a
A A
B
C
= c
Figura 3.4.b
A
c B
B € A
Figura 3.4.c

Es importante que repases estos contenidos, que han sido revisados
recientemente, pues seran la base para un buen aprendizaje de los nuevos
contenidos que veremos a continuacion.
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B3 *Tema?2 Tema2+B3

1 lucién d bl DG). Acd, G es el punto medio del segmento EF,
SEEeARLEN PR ¢ Desde E y hasta el punto medio del segmento AO (punto que se

llamard H, 0 es el punto donde se intersecan las diagonales del

—iPara qué sirve todo esto de las congruencias! -rezongaba Lupita, sin cuadrado ABCD), traza una paralela al segmento DG.

notar que su maestro estaba detrds de ella-. jYo vivo de lo mejor sin ellas!

* Desde G traza una linea paralela a BC, este punto se llamara /.
-Lupita —dijo su maestro—, hoy aprenderemos en qué se utilizan y veras

que no solo estan en las matematicas, sino también en tu vida diaria. = g

Lupita se puso roja de vergiienza, pero su maestro la consold diciendo que
muchas personas no saben lo ttiles que son.

El maestro de Lupita comenzé a mostrar algunas aplicaciones, que te

presentamos aqui, desde las mds cercanas a la geometria hasta las mis g"
cotidianas:
1. En un tridngulo isésceles, como el de la figura 3.5, se sabe que
AB=BCy £1= £2 por ser tridngulo isdsceles. ;Podrias td justificar,
usando los criterios de congruencia, que ABAD = ADCE? > ,
B
Figura 3.6
1)2 Cuando Laura lo vio se dio cuenta de que los tridngules AOD y CDO eran
de igual forma y tamafio. ;Puedes ti demostrar por qué?
Construyamos nuevamente la figura marcando dngulos y segmentos de
igual medida para encontrar el criterio de congruencia que utilizaremos
para demostrar que ambos tridngulos son congruentes (figura 3.7):
A > ' D | e
Figura 3.5

Se sabe que AB= BC y £ 1= £2, ademds, el lado DB es comiin
para ambos; luego, por el criterio de congruencia LAL, los tridngulos
ABAD = ADCB son congruentes. &

Como estos tridngulos son congruentes, ellos tienen todos sus
angulos interiores homélogos iguales y todos sus lados iguales. H

Asi, AD = DC, el angulo en D es recto para ambos tridngulos y b
ademads £ BAD = £ DCB.

2. Laura esta construyendo un fangrama como el de la figura 3.6. Para ello, A E B
ha seguido los siguientes pasos: Figura 3.7

Dibuja un cuadrado:

» Traza la diagonal AC del cuadrado ABCD y una recta paralela a esta DO es comiin para ambos y por construccion, A0y OC son congruentes,
que una los puntos medios de los lados de tridngulo ABC que quedd pues:( e el Py dgnde U8 Inkerascay las diagonales del cuadrado
determinado por la diagonal. Esta recta se llamara EE ABCD. Asi, por el criterio LLL, los tridngulos son congruentes.

& juego tradicional chino hecho de un cuadrado cortado en siete piezas [un

para[e]ogramu un cuadrado y cinco tridngulos) que pueden unirse para formar diferentes
PJ[['OI'[E‘S
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3. Si Laura quiso que su tangrama fuera construido sobre un cuadrado de
lado 20 cm, ;cudl es el perimetro de cada una de las siete figuras
obtenidas?

Calculemos la medida de las diagonales mayores. Para esto usaremos el
teorema de Pitdgoras, donde los catetos son los lados del cuadrado y la
diagonal su hipotenusa:

20% + 207 = @

400 + 400 = &

800 = d* IV
V800 =d

Esto es aproximadamente 28.28 cm.

Como las diagonales se dimidian (se cortan en la mitad) y se intersecan
en angulo recto, los catetos de los tridngulos miden 14.14 cm. For lo
tanto, el perimetro de los tridngulos mayores es
P=14.14 + 14.14 + 20 = 48.28 cm (recuerda que las figuras que son
congruentes tendrdn el mismo perimetro, pues sus lados homdlogos
miden lo mismo).

Para el tridngulo mediano, sus catetos miden 10 ¢cm. Calculemos su
hipotenusa mediante el teorema de Pitdgoras:

107+ 10°=d?

100 + 100 =d,?

200 =d? I
/200 = d,

Esto es, aproximadamente, 14.14 cm.
Por lo tanto, su perimetro serd P=10 + 10 + 14.14 = 34.14 cm.

Para los tridngulos pequeiios, se tiene que su hipotenusa es 10 cm.
Entonces:

¥+ x=10°

2x? =100 /:2
x*=50 Y4
x=+/50

Esto es, aproximadamente, 7.07 cm.

Por lo tanto, el perimetro de los tridingulos menores sera
P=10+7.07 + 7.07 = 24.14 cm

Por dltimo, el perimetro del cuadrado es, aproximadamente,
P=4.7.07=2828 cm, y el del paralelogramo,
P=2-1042-7.07=3414 cm

4. El papa de Mariana y David los desafia a determinar cuil de los dos se
demora menos en ir desde su casa, ubicada en el punto € del esquema
de la figura 3.8, a la escuela, ubicada en el punto 4 del mismo esquema.
Mariana comienza el recorrido desde el punto €, avanza hasta B, para
llegar a la escuela ubicada en el punto A. David por su parte, realiza este
recorrido desde el punto C hasta el punto D, y luego hasta el punto 4. 5i
consideramos que ambos caminos pueden ser considerados como
tridngulos y que £ BCA= £ DAC y £ CAB=ACD. ;Es posible afirmar
que ambos recorrerdn la misma distancia? Justifica.

Figura 3.8

Segiinlainformacién dada,yasabemosque £ BCA = £ DACy £ CAB = ACD,
ademas, el lado AC es comiin para ambos tridngulos, por lo que por el
criterio ALA (dngulo-lado-dngulo) podemos afirmar que Mariana y David
recorreran la misma distancia para ir desde su casa a la escuela.

- Habilidades a desarrollar; identificar - explicar.

1 Enla figura 3.9, FG y Hi se dimidian
a. Es posible asegurar que ambos
triangulos son congruentes.

{Qué criterio debe usarse para
justificar dicha congruencia?

Figura 3.9

Tema2+B3
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Aplicaciones de la semejanza de triangulos a
la resolucion de problemas

Tal como lo habia dicho su maestro, Lupita ahora le encontraba un poco
mads de utilidad a las congruencias. 5in embargo, todavia le quedaban
nuevas cosas por aprender.

En la clase siguiente su maestro les planted estos nuevos ejercicios:

1. Tomas necesitaba medir la altura del drbol que estaba en el parque
cerca de su casa. Su maestro les habia dado la tarea de buscar un
método sencillo para hacerlo. Tomds ocupd su propio cuerpo, que mide
1.75 m, y calculd la respuesta segiin la sombra que su cuerpo y el drbol
daban, 1.2 m y 5 m, respectivamente.

Tomads hizo un primer bosquejo (figura 3.10) para trazar su plan de
accién. Observa:

1.75m

1.2 m

5m
Figura 3.10

Tomis dijo: “Si comparo el tridngulo formade por mi cuerpo, la sombra
de este y el rayo del sol con el tridngulo formado por el drbol, su sombra
y el rayo de sol, estos serdn semejantes, pues tienen dos dngulos iguales:
el que forma el rayo del sol con el suelo y el que formamos el drbol y yo
con el suelo. Entonces, si los triangulos son semejantes, podré formar
proporciones con sus lados y escribiré:

1.2_1.75 5-175_875

o R AT T

Es decir, el drbol mide, aproximadamente, 7.29 metros”.

2. Verdnica ha investigado sobre los elementos secundarios de los
tridngulos y ha encontrado un teorema que dice que el centro de
gravedad de un tnangulo divide a cada una de sus fransversales de
gravedad en la razén 2 : 1. Cuando Verdnica leyd esto no entendié
mucho, aunque supuso que debiera ser importante, pues se trataba de
un teorema muy nombrado en varios articulos y paginas webs.

ad: trazo que va desde un vértice al punto medio del lade opuesto.

3. ;Se podria demostrar facilmente? Veamos lo que hizo:

Dibujamos un tridngulo cualquiera, como el de la figura 3.11, y trazamos
dos de sus transversales de gravedad

Figura 3.11

GA_2

GE 1

Si unimos los puntos D y E, tendremos que el trazo DE es una mediana
del triangulo. Esta tiene por propiedad ser paralela al lado opuesto ACy
medir la mitad de este.

Lo que se debe demostrar es que —

Si comparamos los tridngulos ACG con EDG, notaremos que ellos son
semejantes, pues tienen dos pares de dngulos congruentes:

£ DGE = £ CGA (opuestos por el vértice) y £ GDE = £ GCA

(angulo entre paralelas).

5i anotamos la semejanza de estos tridngulos y las proporcionalidades
de sus lados en el orden respectivo, tendremos:

AAGCC~AECD = AG _ GC_ AC

AG_ AC _, AG_2ED_2
EG ED EG ED 1
Que era lo que se queria demostrar.

Cuando el maestro de Lupita termind la explicacién de estos problemas,
Lupita levanté su mano y le dijo a su maestro: “Entonces, casi cualquier
cosa se puede medir a través de la semejanza si logramos formar
tridngulos que tengan algin lado paralelo”. El maestro la felicitd y le
contd que esto mismo habia pensado un gran matematico que se llamaba
Tales de Mileto. En su honor —les dijo el maestro a los alumnos de su
clase— hay un teorema muy importante que es una aplicacién de la
semejanza de tridngulos y que es muy (til en el momento que uno desea
estimar algunas mediciones.

ania: trazo que une los puntos medios de dos de los lados de un tridgngulo.

Tema2+B3
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Tales de Mileto, nacid
alrededor del afio 640 a.n.e.
en Mileto, Asia Menor, y
murid alrededor del afio

560 a.n.e. en Mileto. La
opinién antigua es undnime
al considerar a Tales como un
hombre excepcionalmente
inteligente y como el primer
fildsofo griego, cientfficoy
matemdtico, que, sin embargo,
actuaba como un ingeniero,

Teorema de Tales

Supongamos que se tiene un triangulo ABC cualquiera y que se traza una
paralela a uno de sus lados, como muestra la figura 3.12:

B

L >

Figura 3.12

Como ya lo habris notado, los tridngulos BDE y BAC son semejantes, pues
tienen dos pares de dngulos congruentes, ya que como

DE // AC, £ BED= £ BCAy £ BDE = £ BAC.

Por lo tanto, A BDE A BAC =80 _DE_ BE

El teorema de Tales nos dice también que si los tridngulos son semejantes,
entonces los trazos AC y DE serdn paralelos. Esto es sencillo de argumentar,
ya que si se sabe que los tridngulos son semejantes, entonces sus angulos
interiores homdlogos serin iguales y, por lo tanto, las rectas serdn
paralelas (por estar estos dngulos entre rectas paralelas).

Ordenando un poco las proporciones anteriores, componiendo y
descomponiéndolas, tendremos el teorema de Tales como es conocido
comdnmente, observa la figura 3.13:

SiL// My AB ¥ BC no paralelas, como en la figura:

Se cumple que:

Tema2+B3

Veamos una aplicacion geométrica de este teorema (figura 3.14).
Determinaremos el valor de x si las rectas L y L son paralelas.

Figura 3,14
Aplicando el teorema de Tales:
¥ = % (multiplicando cruzada)
= xi2x—3)=4{16+x)
2xP—3x =064+ 4x [ — 64 — 4x

Iy? . Ty = ) (aplicando la fdrmula de lo ecuacidn cuadndtica)

a=2 b= -7yc= —64

— (=71 =77 —42-—64 _ T+/49+512 _ 7++/561

2-2 4 4
oy TEVSEL T 269 g T VSEL 72369 4y

Como x es la medida de un trazo, no puede ser negativa, entonces, el valor
de x es 7.67

Miremos ahora la figura 3.15:

Figura 3.15

Antes de continuar con la leccién, discute con dos compafieros las
siguientes preguntas:

(Se parece esta figura a la vista anteriormente? ;Se cumplirin aqui ciertas
proporciones al ser LI/M//N? ;Coémo demostrar esto?
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Como las rectas AB y CG no son paralelas, entonces se cortardn en algtn
punto si prolongamos las rectas mas alli de lo que muestra el dibujo.
En ese caso, se tendrd una figura como la antes vista, donde se cumplird el
teorema de Tales. Entonces como el vértice superior de los tridngulos
semejantes que se forman no estd dado explicitamente, las proporciones
que se pueden escribir en este caso serdn solo aquellas que tengan
relacién con los lados de los tridngulos y no con las bases de ellos.

Este es un caso particular del teorema anterior y dice que:

Si dos transversales (de vértice inaccesible) son cortadas por tres o
mas paralelas, entonces los segmentos determinados por estas son
proporcionales. Es decir, si L/ /L// L”/ /L (figura 3.16), se tiene que:

A

Figura 3.16
AE _ CF AB_ CG
FE =T 0B~ 1 etcétera.
En general, se puede escribir cualquier proporcion tomando dos de los
trazos de una de las transversales y sus correspondientes trazos en la otra
transversal.

Nota que los trazos de las rectas paralelas no son considerados en este
caso, pues el punto donde se intersecan las transversales no es un
dato dado.

Al igual que en el caso anterior, si en la situacion vista las proporciones se
cumplen, entonces las rectas seran paralelas.

PROBLEMAS RESUELTOS
1. Aplica el teorema de Tales para encontrar los trazos proporcionales
en la figura 3.17;

Figura 3.17

SOLUCION

Procedimiento: Si DA // BC, nuevamente los tridngulos serdn semejantes,
va que al tener rectas paralelas, L ADE= £ ECBy «£ DAE = £ CBE (angulos
entre paralelas). Por lo tanto, podemos decir que A EAD~ A EBC v,
entonces, podemos escribir las siguientes proporciones:

EA_ED_ AD

EB EC BC

Ordenando y componiendo las proporciones, podemos indicar el dltimo
caso del teorema de Tales:

Si L// L, entonces en la figura 3.18 se pueden establecer las siguientes

proporciones:
\p »1/ L

I €N
Figura 3.18
L.EX8 S .S 8 X &
DE CEAE BEEC EBDC ABYEC EB
También aqui se cumple que si estas proporciones son verdaderas,
entonces las rectas L y L' serdn paralelas.

2. Se quiere medir el ancho de un rio. Para esto, la persona encargada ha
disefiado el siguiente plano con las medidas que ha tomado (figura 3.19):

E

e A . ——
~_Rio —__ e — b ———
e T e e T T e 1\\-‘_'__ ___/_‘-._‘___\_/—1.._...—--—..
D c A
B
Figura 3.19

Tema2+B3
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SOLUCION

Procedimiento: La persona encargada desea medir la distancia desde
E a A. Para esto, traza una linea desde B, de tal manera que si se pudiera
continuar llegaria hasta E. De este modo, determina el punto C en el lado
en que €l se encuentra del rio. Luego, dibuja un trazo paralelo al
determinado por los puntos A y E. El mide entonces, desde su lado del rio,
los segmentos BD =4 m, DC =10 my AC =8 m.

Como ha dibujado los trazos BD y EA paralelos, entonces, por teorema
de Tales, se tiene que:

BD _EA 4 _x _4-8_ 32
DC - AC 6~ =+ *= =132

Es decir, el rio mide, en esta parte, 3.2 metros.

3. En la figura 3.20, ;jserd L paralelaa L'?

Figura 3,20

Si fueran paralelas, tendria que cumplirse el teorema de Tales.
Escribamos las razones correspondientes y verifiquemos si forman
0 no una proporcién:

Debiera ser que: % =—14—0, pero esto no es cierto, ya que si

multiplicamos cruzado, 14 -4 % 8- 10, por lo tanto, las rectas L y L' no
son paralelas.

# fl Te invitamos a revisar estas pdginas webs que tienen mds
q informacion sobre Tales y sus teoremas. Recuperadas, febrero 10,
._M_. 2013, de:
http:/fwwie.profesorenlinea.cl/geometria/Teorema_de_Tales.him!
http:ffwiww.daduncu.edu.arfupload/teorema-de-thales. pdf
http:ffrevistasuma.es/IMG/pdfi4/027-037. pdf
http:/fwww. bernardosouviron.com/2012/05/27 /tales-de-mileto-el-
sabio-misteriosof

Ahora si que Lupita estaba impresionada. Nunca habia pensado que solo
con las semejanzas se podrian hacer tantas cosas dtiles. Pero ella no
imaginaba que atn le quedaban algunas bellas materias dentro de las
matematicas que descubrir.

La clase siguiente su maestro trajo algunos dibujos muy bonitos Observa.

-

Discute en parejas: ;Qué es lo similar en estos dibujos?, jves alguna figura
semejante en ellos? Indicalas y verifica tu afirmacién con tu maestro.

Tema2+B3
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Homotecia

Diremos que una Homotecia es la transformacion de una figura en otra,
donde a partir de un punto fijo (llamado centro de homotecia), todas las
distancias desde €l a cualquier otro punto de la figura se multiplican por
un mismo factor para formar el punto homotético de la otra figura.

Por ejemplo, tomemos el tridngulo ABC de la figura 3.21, el centro de
homotecia D y el factor k= 1.5. Para construir un tridingulo homotético a
ABC sigue los pasos que te detallamos a continuacién:

1°: Une el centro de homotecia con el vértice B, mediante una recta.
2° Mide la distancia de D a B.
3% Multiplica dicha distancia por el factor k dado.

4°: Mide desde D, sobre la recta trazada en el primer paso, la distancia
dada como resultado de la multiplicacién anterior. Marca el punto B
(homotético de B).

5° Repite lo hecho con cada uno de los vértices restantes.

Observa:

Para el vértice B:

.4'_/ \B_'B - s_yf o -H_,.I'.‘
I'\BD - 382
.
Figura 3.21

Ahora, en la figura 3.22, lo hacemos para todos los vértices.

\ 'ff'
.-"/ T~ -

Figura 3.22
Observa que para los triangulos DBA y DBA’ se tiene que
; A DA'_3 DB’'_3
DA'=1.5: DA e DR =15+-DB = s
~ DA 2 " T
y ademds, el dngulo ADB es comin para ambos tridngulos. Asi, por el

criterio de semejanza LAL, se tiene que los tridngulos DBA’ y DBEA son
semejantes de razon % De esto se desprende que los lados AB y AB’ estan
en razén % Si seguimos este andlisis para cada uno de los lados del

A8 _BC_CF_3
W= = . Esto hace que los
tridngulos ABC y A'B'C’ sean semejantes (criterio LLL, tres pares de

lados proporcionales).

triangulo ABC, tendremos que

Entonces, cada vez que se construye una figura homotética a otra, ambas,
la original con su homotética, son semejantes, de razon de semejanza igual
a la razon de homotecia.

Lupita penso y pensd, luego le dijo a su maestro: “Si la razon de homotecia
es mayor que 1, la figura homotética serd mas grande, pues la distancia
entre el centro de homotecia y los vértices homotéticos sera mayor que la
que hay entre el centro de homotecia y el vértice homélogo original, ya
que estamos multiplicando por un numero mayor que 1, asi que el
resultado es siempre mayor”

Efectivamente, Lupita tenia razdn. ;¥ si la razén de homotecia es positiva
y menor que 1, qué sucede con la figura homotética?

Tal como lo has pensado, en ese caso la figura homotética es de menor
tamafio. Hagamos un ejemplo. Tomemos un cuadrado ABCD y el centro de
homotecia H, con razén de homotecia z (es decir, 0.2). Construyamos la
figura 3.23 homotética del cuadrado.

Figura 3.23

* ;Existira una homotecia de razén negativa? ;Qué pasaria con la figura
homotética?

Pensemos un poco en el desplazamiento de una persona. 5i decimos que
camina hacia el sur 2 km y lo representamos con el namero 2, ;como lo
representariamos si se desplaza 2 km hacia el norte? Efectivamente,
debiéramos representarlo con el niimero —2 para considerar de alguna
forma el sentido del movimiento. De esta misma manera entenderemos
una homotecia de razén negativa. Observa.

Como se habrdn fijado, en las construcciones que acabamos de hacer
proyectamos siempre los nuevos vértices en el mismo sentido de los trazos
que unen los vértices de la figura original con el centro de homotecia. En
el caso que la razon sea negativa, los proyectaremos en sentido contrario.
Tomemos el ejemplo del cuadrado, pero esta vez la razén de homotecia

serd — % Entonces, hacemos la misma construccion (multiplicando por el

Tema2+B3
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En Astronomia los estudiantes
utilizan un aparato lamado
tubo negro para realizar
diferentes experimentos.

Por ejemplo, sabiendo que la
distancia desde la Tierra hasta
el Sol es de 149,1 millones de
kilometros, para estimar el
didmetro solar se coloca el tubo
sobre un tripode y se orienta
hacia el Sol. Se mide con un
calibrador el didmetro del disco
proyectado sobre el papel y

se establece el didmetro solar
mediante la proporcién.

factor 0.2), pero copiamos la distancia en sentido contrario al vértice sobre
la recta que lo une al centro de homotecia.
D

Figura 3.24

Si te fijas bien, la figura homotética 3.24 resulta invertida.

* ;Qué crees que ocurrird si la razén de homotecia es 17 ;Qué tipo de
figuras se obtendran?

= ;Deigual forma que pasard si la razén de homotecia es — 17

Comprueba ambos casos mediante una construccion e indica a qué
transformacién isométrica corresponde,

* ;Qué sucede si el centro de homotecia esta dentro de la figura o en uno
de sus vértices o en uno de sus lados, como lo ilustran las figuras 3.25 a,
b y ¢? Aqui te mostramos lo que sucede en estos casos con una figura

cualquiera, con centro de homotecia H y razén de homotecia igual a -g—
(es decir, 1.2).

&
Y
) :
o [’
H
o’ .
3 4 Pe
Figura 3.25a
* Y sila razén fuera —1.27
p*
i L -
g I g B
D’
B
i ;
D
A” i p ﬁ -
L b 0
-3
Figura3.25b

* ;Y silarazon fuera 0.67

b

Figura 3.25¢

ol S5i quieres saber mds sobre homotecias, te invitamos a entrar en
los links. Recuperados, febrero 15, 2013, de:

T hitp:/fwww.disfrutalasmatematicas.com/geonetria/reescala. himl

httpeffwwiw.educ.ar/dinanvico/UnidadHtml__get__4cef5e15-c84f-11e0-

820a-e7f760fda940/index.tm

PROBLEMAS RESUELTOS
1. Encuentra la razén y centro de homotecia de la figura 3.26, sabiendo
que A es la figura original y B su homotética.

Figura 3.26

SOLUCION

Procedimiento: Como la figura no estd invertida, la razén de homotecia
es positiva, y como la figura homotética es mas pequefia que la original, la
razén serd menor que 1. Para determinarla se debe calcular la razén entre
uno de los lados de A y su homélogo en B. El centro de homotecia se
encontrard uniendo los vértices homélogos por rectas y encontrando el
punto de interseccién de estas rectas (figura 3.27).

Figura 3.27

Al medir los trazos en azul, el de la figura A mide 1.6 y el de la figura B. Por lo
tanto, la razén de homotecia sera

-
TEE= 0.625

. 7
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2. A un trazo AB que mide 6 cm se le aplicard una homotecia de razén
r= =3. ;Cudl es la medida del trazo homotético a este?

Que la razdén sea igual a —3 indica que el trazo homotético estard
invertido y en sentido contrario al original. Sin embargo, para efectos de
medida, el signo de la razén no afecta el resultado. Entonces tendremos
que AB'=3-AB=3-6=18 cm

Y para finalizar...

La figura 3.28 representa una parte lateral de una alberca, la cual tiene
2.5 m de ancho. Con base en la informacién de la figura, contesta:

Comprueba tus conocimientos Tema 2

I. Completa las siguientes proposiciones con la
informacién correcta segin corresponda.

1 Un ejemplo de la aplicacion de la

congruencia entre triangulos es

2 El teorema de €s

una aplicacién de semejanzas de triangulos.

a. Encuentra algin triangulo que sea
congruente con ACAE. Justifica usando
un criterio de congruencia.

b. ;Es A'F es congruente con E'C? Justifica tu
respuesta.

Dibuja dos tridngulos rectangulos que sean
semejantes. Traza en cada uno de ellos la
altura, cuyo pie descansa en la hipotenusa

F respectiva, y ademds el segmento que une
F i 3 En cada uno de los tres tipos de casos de el vértice donde se ubica el angulo recto
que trata el teorema de Tales se requiere hasta el punto medio otra vez de cada
& 1.6m que estén presentes por lo menos un par hipotenusa. Asi, en cada tridngulo se han
de rectas que sean formado olros tres menores. ;Se han
A 2.5m D/ y otro par de rectas que las atraviesen. formado nuevamente pares de tridangulos
7 ; semejantes? ;Por qué?
y Bl 12m [ 1 Una homotecia es la transformacién de ] i
o una figura en otra, donde, a partir de un El AABC de la figura 3.30 es rectingulo, con
e punto fijo denominado AB=6 cmy AC =8 cm. Ey D son los puntos
x 5 , cada distancia desde dios de los lad ivos; G 1
7 medios de los lados respectivos; G es e
i este punto a cualquier otro punto de la punto medio de AE y F el de AD.
4 I figura se multiplica por un mismo factor -
E "-.l';- 15m e “amado‘ =
¢ H para asi obtener la posicion del punto
q i homdlogo de la figura resultante.
.';' 5 Para que una figura homotélica de otra sea
ot equivalente a una operacién de simetria
: v central sobre esta otra, el valor de la razon
B ¢ de homotecia debe ser igual a
Figura 3.28 A g E B
;Qué profundidad h tiene la alberca? ;A qué altura se encuentra un Figura 3.30

guardavida que esti ubicado en un asiento que se encuentra en el II.Resuelve los siguientes ejercicios:

punto F? 1 Enlafigura3.29, ABA'B'es un paralelogramo
y G, D, E, Fy E' son puntos medios.

a. ;Por qué podemos asegurar que BC, ED y
GF son paralelos?

Se desea construir otra alberca, para niiios, cuya profundidad sea menor.

; b. Al igual que en b., ;se puede afirmar |
Para determinar la profundidad de esta alberca, en el plano de esta nueva B B A i v g8=p ¥ 2

mismo respecto de BD y EF? ;Por qué?

;Existe homotecia? No. Aunque : 2 s iR 2 5
parezca que las personas son construccién se traza una recta imaginaria GH , ;cudl es la profundidad x

homotéticas, soloesunefecto  de la alberca que se construird?
visual de las lineas trazadas

en el fondo de ellas. Sidibujas ~ Supén que se realiza una homotecia negativa con centro en el punto D,

;i?:: d‘};'l:s““:&l:é’:;t:ge realiza el dibujo de esta homotecia y determina la razén de homotecia, si C E (il e. ;Cudl es la longitud de la linea quebrada
e Euentf que no colndiden las longitudes obtenidas son las mismas que las del tridngulo DEF. en rojo?
en un punto, por lo tanto, no
hay centro de homotecia.
A E B

¢. Determina el valor de y.

d. ;Cudles son los valores de DE y BD?

Figura 3,29

@ @



4 En la figura 3.31, las rectas azules son
paralelas pero las rectas 5, y 5, no lo son.
Todas las medidas estan dadas en mm.

24.75

11.25 4

Figura 3.31

a. Escribe una proporcién que relacione las
incognitas X e Y.

b. Establece una relacion en que aparezcan
las tres incégnitas X, Yy Z.

c. ;Cuanto vale X?
d. Determina el valor de Yy Z.

e. Escribe las medidas de todos los trazos
que faltan.

5 En la figura 3.32 hay dos segmentos que
son paralelos y las medidas de los trazos
estin en cm.

Figura 3.32

a. Aplicando el teorema de Tales, escribe
un par de proporciones que pueden
establecerse.

b. Determina el valor de x

c. ;Cuanto vale el perimetro de cada
tridangulo?

d. Indica dénde debiera ubicarse el centro
de una homotecia para que el tridngulo
menor sea homotético del mayor.

e. ;Cudnto debiera ser el valor de la razén
de tal homotecia?

6 La figura 3.33, muestra al cuadrilatero ABCD,
y ademds, se ha destacado dos puntos
interiores: E es el centro de una homotecia, y
C’un extremo de un cuadrilitero homotético.

Figura 3.33
a. 5i CC'=CE. ;Cudnto es la razén de esta
homotecia?
b. Dibuja el cuadrilitero homotético
correspondiente.

c. Dado que BC =9.43, ;cudl es el valor de

d. 5i la razén de homotecia se cambia por
1,25, entonces el cuadrilitero resultante
es mayor que el original ;Por qué?

e. Con la razén anterior, determina la
longitud del trazo homdélogo a BC.

7 Valerio y Asuncién. Miran nuevamente el
siguiente bosquejo del sitio, representado en
la figura 3.34, donde un grupo de jévenes
desapareci6 sin atn grandes explicaciones y
que es motivo de su investigacion.

Carretera 1

Figura 3.34

jAh! Estas son las dos carreteras paralelas
que se unen entre si por los puentes - indica
Asuncion. Ademds que, estos puentes se
intersectan y que los jovenes atravesaron
haciendo el camino mas corto usando parte
de estos puentes cruzados, pero no tenemos
mas que esta informaciéon de distancias,
—aunque sospecho que la medida 76.8 m no
es correcta — agrega Valerio.

Conforme al relato, responde:

a. jAh! Estas son las dos carreteras paralelas
que se unen entre si por los puentes
-¢Estds de acuerdo con esta afirmacidn
acerca de este paralelismo? Justifica
su respuesta.

b. - ..el camino mas corto usando parte de
estos puentes cruzados - ;cudl es la
medida de este camino aludido dando
crédito a la sospecha de Valerio?

8 jMariela es paisajista y esta trabajando en un
jardin, Para ello, debe dibujar las figuras
homotéticas de cada una de las formas de la
figura 3.35 segin las instrucciones que se
detallan a continuacién. ;Cémo quedard su
jardin?

8 &
- Lis R T
L1l
A
5

Figura 3.35

a. Homotecia del tridngulo ABC con centro
en Ay razén — 2.

b. Homoteciazdel cuadrilitero con centro en
Wy razén 3

c. Homotecia de laicircunferencia con centro
en lJ y razon — 3

d. Crea otras homotecias, con otras figuras.

Criterios de evaluacion de logro
|+ o] -

;Puedo usar los criterios de congruencia de
tridngulos para argumentar o demostrar
cudndo dos tridngulos son congruentes?
¢Puedo usar los criterios de semejanza de
tridngulos para argumentar o demostrar
cudndo dos tridngulos son semejantes?

;Puedo explicar el teorema de Tales en
sus tres casos?

iPuedo explicar cudndo dos figuras son
homotéticas?

;Pueda construir dos figuras homotéticas?

Si hay contenidos o ejercicios que no domines
aun, pide ayuda a tus companeros o a tus
maestros en el refuerzo de estos contenidos.
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Proporcionalidad y funciones

* Lectura y construccidén
de gréficas de funciones
cuadrdticas para modelar
diversas situaciones o
fendmenos.

* Lectura y construccidn
de gréficas formadas por
secciones rectas y curvas
que modelan situaciones
de movimiento, llenado de
recipientes, etcétera.

Lee atenfamente:

Los paises no utilizan la misma escala para medir la temperatura. En México
se utilizan los grados Centigrados (°C); en el pais vecino del Norte utilizan los
grados Fahrenheit (°F). La grafica de la figura 3.36 modela esta relacion:

| |
1 | 0 | B o] (R T ]
-50 «ojc/vqi--mmi 10 20 30 40 50 60 0 50 % 1

Figura 3.36

Los 0 °C corresponden a 32 °F; asimismo, 0 °F corresponden a — 18 °C
aproximadamente,

Y para comenzar...
1. ;Es esta variacion de tipo proporcional? Explica.

2. Otra escala de temperatura, utilizada en el Sistema Internacional de
Unidades, es el kelvin, cuya relacién con los grados Centigrados es:

T=T.+273.15
Donde T, es la temperatura en grados Centigrados, y T la temperatura en

kelvin. Grafica esta relacion y determina qué tipo de variacion existe entre
ambas escalas.

Para repasar los contenidos ya aprendidos, responde:
En parejas, observen las grificas de la figura 3.37, discutan y justifiquen a
qué tipo de variacién corresponden:

Figura 3.37

A continuacién aprenderds a leer y a construir graficas que modelan
distintos fenémenos y situaciones, pero para ello debes conocer y saber
aplicar muy bien los contenidos ya estudiados sobre proporcionalidad y
funciones.

Funcion cuadratica

-Yo sé algo de funciones cuadraticas -dijo Gonzalo-. Son del tipo
y=ax’ + ¢, como lo estudiamos anteriormente.

-Cierto -dijo su maestra-, esas son uno de los tipos de funciones
cuadraticas, pero si te acuerdas, Gonzalo, hemos estudiado también que
una expresion cuadritica, en general, puede ser del tipo ax’+ bx +c
Entonces, dime ti, ;habra funciones cuadraticas del tipo y = ax® + bx + ¢?

-Mmm, yo creo que si, pero entonces, ;como podriamos describir en
forma general una funcién cuadritica?

Su maestra se sonrid y comenz6 a explicarles lo siguiente:

Llamaremos Funcion cuadrdtice a toda funcion del tipo
fixy=y=ax’+ bx+ ¢, donde g, b y ¢ son niimeros reales y a # 0. Al grifico
de esta funcién se le llama pardbola. A a y b se les llama coeficientes
numéricos de »° y x, respectivamente. A ¢ se le llama término libre.

PROBELEMAS RESUELTOS

1. El gerente de la empresa donde trabaja Viviana le ha encargado hacer
una presentacion donde debe dar a conocer las utilidades que la
empresa ha tenido en relacién con el niimero de articulos producidos.
Para ello ha confeccionado la grifica de la figura 3.38:

Utilidadesen AV
millones de pesos
..4.
34
24 Nimero de artfculos
— 17— esdecenas de miles
< e L
¥ 3 23 & 5 8 T8

Figura 3.38

* ;Qué informacién nos entrega este grafico? ;Qué debiera decirViviana
en su presentacién?

SOLUCION
Procedimiento: Esta grifica nos entrega informacion diversa, por ejemplo:

Las utilidades aumentan a medida que se producen mds articulos hasta
las 40 000 unidades (recuerda que la cantidad en el eje x estd representada
en decenas de miles de articulos); después de los 40 000, las ganancias
comienzan a descender. Una de las posibles causas puede ser el desgaste
de las maquinas con que se fabrican.

La mayor utilidad obtenida es de 5 millones de pesos cuando se producen
40000 articulos. Claramente, a esta empresa le conviene mantener este
nivel de produccion.

Tema3*B3
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No hay utilidades cuando se producen 0 articulos, obvio, pero tampoco las Otras representadones graﬁcas

hay cuando se producen 80 000 articulos, lo que se puede deber a que los
costos de produccién por desgaste de la maquinaria u otros factores son

iguales a los de venta. Esto hace que las utilidades sean nulas. Pens:en;ns tj““ms ahora ;n lo s;guie:nte. f“ fi;isca ya }‘3‘5 e§;}1di:édolalﬁ_unos
movimientos y sus graficas. Por ejemplo, observa la grifica de la figura
2. Grafica la siguiente funcion: y = x7 — 4x + 3. 3.41, que representa el desplazamiento rectilineo de un automdvil en
) relacién con el tiempo empleado.
SOLUCION Ly fistahcial |
Procedimiento: Para graficar esta funcién, en primer lugar debemos S _mm':‘r',rzzr{‘;inj | |
determinar algunos puntos: . | \
T H- -
1 0 '. * | |
z -1 . | |
I 2
3 0 J B
il 3 ! ] | | | Tempo {fnin} \\ &
1 £ 3 4 5 '.' 9 ‘lD I.] 1.2 ].'314]5 16
A continuacién, ubicamos los puntos determinados en el plano cartesiano & $
y los unimos mediante una linea curva o paribola (figura 3.39): Figura 3.41
"o I » ;Qué puedes decir del movimiento del automévil? ;Estuvo detenido en

Lt

algiin momento? ;Cudntos kilémetros recorrié en total? ;Qué tipo de
movimiento es este?

Lo primero que hay que decir acerca del grifico es que estd formado
por varios tramos que son segmentos de rectas distintos. A este tipo de
grificas se les llama“graficas por tramos”.

Como cada recta representa el desplazamiento, podemos decir que el

—_— e — X automévil se desplazd 4 kim en los tres primeros minutos. Luego se mantuvo
INLS 2 25/3 35 4 45 5 55 6 65

i bt SPY | detenido (segmento paralelo al eje del tiempo) por dos minutos para
24 recorrer después 4 km mds en 1 minuto. Nuevamente, vuelve a detenerse
por 2 minutos y, por Gltimo, recorre 8 km en 8 minutos.
Fi F
it Con respecto al tipo de movimiento, el vehiculo no mantiene el mismo
durante todo el tiempo, pero si podemos analizarlo por tramos.
- Habilidades a desarrollar: predecir - inferir, T(eC) En los tramos entre los 0y 3 minutos, entre los 5y 6 minutos y entre los 8
454Y : y 16 minutos su movimiento es uniforme, y en el resto de los tramos se
| En un cierto poblado se decide registrar la temperatura /\ mantiene en reposo.
diaria a partir de las 00:00 h hasta las 24:00 h, durante /
un mes. La funcién que ajusta mejor la informacion st l PROBLEMAS RESUELTOS
P;ime:lh?mﬁe:';l —(:;3;;-5):7::1-2 | / | 1. El profesor de fisica de Margarita ha salido de su casa para hacer su
YRR FRUR IS 25 , caminata matutina. Mientras caminaba, contaba los pasos y el tiempo
a. (A qué hora se produce la temperatura maxima? 207 / i \ ET“P_lEEdO- llegando'a 1_"'1 Cﬂﬂd“§i‘5“ de que l'efﬂﬁzé durante 1'?5 primeros
b. ;Cul es dicho valor? 15 | | 4 minutos un movimiento upﬁomne descrito por la funcién d =5 t,
: i | donde d es la distancia recorrida en metros y ¢ el tiempo empleado en
. Haz una estimacion de la temperatura a las 10:00 h. -10- e et

| segundos. Luego, viendo que estaba algo atrasado, cambid su
d. Estima el horario en que la temperatura no supera : O T ¥ movimiento a uno acelerade descrito por la funcién

los 30 °C. . xth) x d = 0.8 — 6.4t + 18.8. ;Coémo seria la grdfica de la caminata del profesor
de Margarita?

$ 1015 20
Figura 3.40
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En la vida diaria los graficos nos
ayudan a comprender diversas
relaciones entre variables. Por
ejemplo, en el periédico, en

la seccién de economfa, verds
grdficos sobre la evolucién del
costo de la vida a través del
tiempo; también en salud te
encuentras con los supuestos
efectos de una determinada
dieta para perder peso,
etcétera. Son numerosos los
ejemplos de aplicacion, y solo
basta con hojear un periddico
para darse cuenta de la enorme
cantidad de gréficos que se
utilizan cotidianamente,

SOLUCION
Procedimiento: Ya te habris dado cuenta de que en este problema hay
involucrados dos movimientos distintos y, por lo tanto, su gréfica serd por
tramos. Primero, hagamos una representacién del movimiento en el tramo
entre los 0 y 4 segundos. Como su representacién algebraica es del tipo
¥ =ax, su grafica serd una recta que pasa por el origen. Solo necesitaremos
entonces dug puntos (reemplazamos el valor de t que elegimos en la
funcién d = ft para obtener d).
Y T
0 [
4 6

El segundo movimiento esta descrito por una funcion cuadratica, es decir,
su representacion grafica sera una parabola. Como el movimiento
comienza a los 4 segundos, hagamos una representacion tabular desde
ese valor hacia adelante, Tomemos 4 valores para t y reemplacémoslos en
d = 0.8¢* — 6.4t + 18.8 para calcular d.
6

6.8

9.2

13.2

~ O R

Construyamos el grifico. Primero colocamos los puntos de ambas tablas.
Luego unimos el primer tramo por una recta y el segundo por una
parabola (figura 3.42),

Distancia {m)

AY |

141
124
104

84
-6

4--
L 5 I il S
<l i - i .
AL 1 234 56 78 9 10111215

Tiempo (s)

Figura3.42

2. Supongamos que Pilar debe llenar distintos recipientes, como los que
se muestran en la figura 3.43, utilizando un grifo que entrega agua a una
velocidad constante:

a. b.

C.

Figura 3.43

;Como serdn sus graficas?

SOLUCION

Procedimiento: Ella nota que la altura de llenado del agua, en el recipiente
a, es la misma conforme pasen los segundos, ya que la superficie es
siempre la misma (es un cilindro recto). Por lo tanto, si hacemos un grifico
tiempo versus altura del agua (figura 3.44), este serd una recta.

Para el recipiente b, en cambio, la grifica no serd recta, pues como la
superficie cambia de menor a mayor, el nivel de llenado va de mds a
menos segundo a segundo; entonces, el grdfico serd una curva. Lo mismo
sucede con el recipiente ¢, siguiendo una variacién inversa al de b,
Observa los siguientes gréﬁcos:

“ Altura del agua
c. (nivel de llenado)
b.
a.
Tiempo de llenado
Ed

Figura 3.44

3. En una planta faenadora de animales se cuenta con un estanque
cilindrico que tiene una solucién especial para lavar y desinfectar
alguna de las herramientas con las que se trabaja. El encargado de esta
solucidn es el ingeniero quimico Sr. Benitez. Esa mafana, l’C)gsr:ar entra a
la oficina del sefior Benitez y ve en su mural un grifico que llama
mucho su atencion (figura 3.45).

Agua en el estanque (I)

& u o

M W & A

=

I A A AN S | i-!x
REREEEEEN
Tiempo de llenado (s)

Figura 3.45

&
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Oscar lo miré detenidamente e hizo una muy buena interpretacién del
gréfico. j;Puedes td interpretarlo? ;Qué pasa con el llenado en los distintos
tramos? Justifica tu respuesta.

SOLUCION

Procedimiento: Interpreta tii este grifico a partir de las siguientes
preguntas:

Comao el grifico es por tramos, ;qué ocurre con la velocidad de llenado
durante todo el tiempo? ;Es constante o varia? ;Cudntos litros de agua
habia inicialmente en el estanque? ;En cuidntos segundos se agregan 5
litros de agua? Luego de esto, ;la velocidad de llenado aumentd o
disminuy6? ;Cudl es su valor en litros por segundos? Entrega una posible
razon, justificindola, para que esta velocidad cambiara.

Z Para averiguar un poco mas de este tema te dejamos aqui un link.
| Recuperado, febrero 21, 2013, de:

b v http:/igenesis.uag.mx/edmedia/material/fisica/movimiento2.htm

Y para finalizar...

Imagina una situacidn que describa la grafica de la figura 3.46, y entnciala.
Luego, en una puesta en comin escojan a cinco compafieros quienes
deben narrar, explicar y justificar la situacién enunciada.

Velocidad (km/h)
h

wt — — — — — = — — — — —

-394

L I i i i i I H i i F L 1 - i
1 2 3 4 56 7 8 9 1011 1213 141 16 17 18 19 20
) ) Tiempo (h)

A

Figura 3.46

Comprueba tus conocimientos Tema 3

L. Determina si cada una de las siguientes
proposiciones son verdaderas o falsas
colocando V o F segiin corresponda. Justifica
las falsas.

1__ Una grifica por tramos estd formada
por secciones de segmentos de rectas,
pardbolas, etcétera.

2 Las funciones cuadriticas solo sirven
paramodelar problemasde movimientos
fisicos.

3 ___ Ungrifico que modele una determinada
situacion puede estar formado solo por
una recta o solo por una pardbola u otra
curva.

IL Resuelve los siguientes ejercicios.
1 Dada las siguientes funciones:
i. ioy=2x2—5x—-4
. goxi==2x2+3x—-1
il fixy=4x—8x+1
a. Haz una grafica de cada una de ellas.

b.Indica algtn ejemplo de la fisica que
hayas estudiado en que se aplique este
tipo de modelamiento.

2 Los recipientes de la figura 3.47 deben ser
llenados en su totalidad.

s=a

Figura 3.47

a. Dibuja las tres figuras bésicas del llenado
de recipientes que has estudiado en esta
seccion. ;Cudl corresponde a cada
recipiente de la figura?

b. Supongamos que todos tienen el mismo
volumen. Estima aquel que debiera ser
mds rapido para ser llenado. Justifica tu
respuesta.

3 “Hace sesenta afios éramos alrededor de
unos cuarenta habitantes. Desde esa época
comenzarona llegar paulatinamente personas
a vivir aqui. Veinte afios mds tarde éramos
unos setenta, como mucho. De alli nos
mantuvimos hasta que a partir de los diez
afos siguientes empezaron a llegar mas
personas. Recuerdo que llegamos a ser como
90, y nos mantuyimos mds o menos igual
hasta que hace diez afios se fueron 38
personas. Lamentablemente, no puedo
recordar la cantidad de habitantes que somos
en la actualidad”.

Supon que la relacion entre el nimero de
habitantes y el afio estd modelado por una
grifica de secciones rectas, como la que se
muestra en la figura 3.48:

Nilmerd de habitantes

Ay
804

g 2

g g
:

Ao X

1954 1964 | 1974 | 1984 | 1994 2004 | 2014

Figura 3.48

Basandote en el relato y la grafica, responde.

a. ;Qué tipo de modelamiento esta presente
en el grifico anterior?

b. ;Cudnto habitantes hay en la actualidad?

Indicadores
Criterios de evaluacién de logro
L+ o] - |
Soy capaz de interpretar un grafico
dado en un problema.
Soy capaz de construir un gréfico dados
los datos de un problema.
Entendf los ejercicios resueltos.
Pude desarrollar correctamente los ejercicios
propuestos en esta seccion.

Si hay contenidos o ejercicios que no domines
aiin, pide ayuda a tus compaiieros o a tus

maestros.
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Nociones de probabilidad

I

+ Cdlculo de la probabilidad
de ocurrencia de dos
eventos independientes
(regla del producto).

En grupos de tres integrantes, realicen la siguiente actividad:

Se tiene un dado blanco y otro dado negro, con sus caras marcadas con
puntos del uno al seis. Se realiza un experimento que consiste en
lanzar los dos dados simultineamente. Los posibles resultados del
experimento son parejas de nimeros en los cuales el primero es el
niamero de puntos del dado blanco y el segundo del dado negro.

Completen la siguiente tabla con los resultados anteriores:

[— e —

1 2 3 4 5 6
(11) (1,5)

Dado blanco

(5.3)

O U B W P e

16,6)

Y para comenzar...

1. ;Cudantos resultados posibles tiene el experimento? Calculen la
probabilidad de que ocurra cada uno de ellos.

2. ;Dependera del resultado obtenido al lanzar el dado blanco lo que se
obtenga al lanzar el dado negro?

A continuacion, completen la siguiente tabla:

Resultados 5

A {la suma es ndmero primo}
Dado que la mitad de los
Bilasumaesnimeroimpar) 18 : :j:;ﬂ;;;:;"j;dg;;a“{;';jg;;
debe corresponder a 7
> {La suma es mayor que nueve}
D {La suma es doce}

Es muy importante que domines el cilculo de probabilidades, asi como la
distincién entre sucesos mutuamente excluyentes y sucesos
complementarios y el cdlculo de su probabilidad de ocurrencia, ya que en
este bloque aprenderas a calcular la probabilidad de eventos
independientes.

Probabilidad de ocurrencia de dos
sucesos independientes

Adela trabaja para una editorial que edita una revista juvenil muy
solicitada en México y otros paises de Latinoamérica. Cada dia en la
entrada del edificio donde se encuentran sus oficinas, ella se para
frente a los 5 ascensores y pulsa el botén para llamar uno y subir.
(Cudl es la probabilidad de que hoy, a la salida de su trabajo,
Adela baje por un ascensor distinto a aquel por el que subié?

Para analizar este problema, confeccionemos un diagrama (figura 3.49).
Observa.

Subida Al A2 A3
Al Al Al
_ A5 AS AS
L A2 M A2
Subida At AS
Al ﬂ Al ﬂ
Bajada i Sl e
AR Ad A3 Ad
Figura 3.49

Por cada uno de los ascensores por los que puede subir tiene
5 posibilidades de que llegue uno para bajar. Por lo tanto, tendra
25 posibilidades totales. Ahora, si de ellas no puede escoger para que el
ascensor sea el mismo, debemos descontar las posibilidades de ascensores
repetidos (Al-Al, A2-A2, A3-A3, A4-A4 y A5-A5), con lo que tendremos,
entonces, 20 posibilidades totales bajo las condiciones dadas. De ellas,
solo una serd la que coincida con lo que le sucederd hoy a Adela. Por lo
tanto, la posibilidad de que suba y baje por un ascensor

distinto serd P = % ;Estds de acuerdo?

Pensemos esto desde el siguiente punto de vista:

Los sucesos “subir por un ascensor”y “bajar por un ascensor distinto” son
sucesos independientes, ya que el que hecho de que Adela suba
por uno de los 5 ascensores no influird en el ascensor que llegue a buscarla
para bajar.

Ahora pensemos, jcudl es la probabilidad de Adela de subir por un
ascensor? Claro, es P subir/i= %[una de las cinco posibilidades que tiene).
£Y cudl es la probabilidad de bajar por uno distinto del que subid?

Por supuesto, es P bajar] =% (uno de los cuatro que quedan, que sea
distinto al de la maiana).

Como ya sabemos que la probabilidad de que suceda el primer evento y
el segundo a la vez debe ser %, podemos deducir que P{subir y bajar por

un ascensor distinto] = P{subir! - P bajar| = % 2530
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Entonces, podemos generalizar que: Si A y F son dos sucesos
independientes, entonces, la probabilidad de ocurrencia de A y B es el
producto de las probabilidades de cada uno de ellos.

Estoes, PAN Bl =PAyB)=PlA)- PB..

Volvamos al problema de Rogelio y su concurso para ganar el auto.
Supongamos que para ganar debe obtener cara en la moneda y 2
o un 3 en las bolitas y un 4 en el dado. ;Qué probabilidad tendrd de ganar
el auto?

Como ya habiamos dicho, los tres sucesos son independientes, por lo
tanto, se tendrd que:
Piganar) = Picara; - PL20 3) - PI4),

= % o U 3
Pganar;—z 3 6_?2_363[}.028,

es decir, un 2.8%, aproximadamente.

PROBLEMAS RESUELTOS

1. Macarena esta estudiando probabilidades para su examen. Su maestro
le preguntd cudl es la probabilidad de contestar al azar un examen que
consta de 70 preguntas con 5 posibles alternativas cada una y obtener
todas las respuestas correctas.

SOLUCIGN
Procedimiento: Macarena pensé un momento y respondié:

La probabilidad de contestar bien una pregunta es%{hay una respuesta
correcta de 5).

Como hay 70 preguntas y ellas son sucesos independientes, entonces se
puede escribir que,
1.1 1

Pipedida)=1-1-...1 2%1’"% 118 X10®~ 118 x 107%
e——

70 veces

y eso es practicamente 0.

2. La mama de Claudio debe ir a una cena organizada por la empresa en
la que trabaja. Ella tiene para combinar 3 pantalones, 4 faldas, 6 blusas
y 4 chaquetas. Cualquier tenida que elija combina. Como su mama esta
indecisa sobre qué ponerse, Claudio le dice que él la ayudara a escoger
y lo hace al azar, justo cuando su mama ya habia elegido. Claudio
selecciona 1 pantalén o falda, una blusa y una chaqueta. ;Cuadl es la
probabilidad de que Claudio haya escogido la tenida que su mama
habia pensado?

SOLUCION

Procedimiento: Como elegir la falda o pantalén, la blusa y la chaqueta
son eventos independientes entre si, podemos anotar que:
P pedida) = P pantalén o falda) - Plblusa) - P chaqueta)

P|pedida) = % 1.1 1 0.006, es decir, el 0.6%, aproximadamente.

3. El papa de Juan le propone un juego a su hijo. 5i gana, hoy no le tocara
cortar el pasto. Coloca dos cajas distintas, la primera con fichas
numeradas del 1 al 5, y la segunda, con 3 dados: negro, naranja y
amarillo. El desafio es sacar una ficha y un dado y que estos sean la ficha
con el nimero 4 y el dado negro. ;Cudl es la probabilidad de que Juan
no corte el pasto hoy?

SOLUCION
Procedimiento: Como los eventos son independientes, entonces jcémo
calculamos su probabilidad? Calcula y justifica.

4. Karina estd un poco aburrida. De pronto ve el mazo de cartas inglesas
que hay en su estante, lo toma y comienza a extraer una a una las cartas,
mirando lo obtenido y devolviéndola al mazo. ;Cudl es la probabilidad
de que a la cuarta extraccion haya obtenido, en el siguiente orden, un 4,
un 3 de diamante, un rey y un 8 o un 5?

SOLUCION

Procedimiento: ;Es posible considerar cada extraccion independiente de
la anterior? Explica. Describe el procedimiento utilizado y la solucién de
este ejercicio.

(Es coherente la solucién a este ejercicio, con la pregunta efectuada?
Interpreta.

Y para finalizar...

Considera la actividad inicial en la que se lanzaban dos dados
simultineamente. Ahora, en parejas, planteen otro suceso que sea
independiente de los anteriores, pero que a la vez sea coherente con el
experimento del lanzamiento de ambos dados. Expliquen por escrito la
eleccion de su evento y justifiquen ante el resto de la clase su eleccién.

Tema4*B3




Comprueba tus conocimientos Tema 4

I. Completa cada una de las siguientes
proposiciones con la informacién que
corresponda.

1

2

W

Para calcular la probabilidad de ocurrencia
de dos sucesos independientes es necesario
multiplicar ambas probabilidades

®

Si A y B son sucesos independientes con
PIA)=0.03 y PIAN B! = 0.006, entonces la
probabilidad de B es ;

Sean M y N sucesos independientes que
tienen la misma probabilidad vy
PLMnN)=0.0256, luego, PIM |+ P( N |
esigual a .

Si Ay B son sucesos independientes tal que
la probabilidad de A es el doble que la de B
v es igual a 0.016, entonces la probabilidad
deAyBes P

Si M, Ny § son sucesos independientes,
entonces la probabilidad de que ellos
ocurran a la vez es .

IL Resuelve los siguientes ejercicios.

1

-]

Al lanzar un dado y una moneda a la vez,
;cudl es la probabilidad de que aparezca
un nimero par y un sello?

De un grupo de cinco personas, al que
pertenece Diego, se deben elegir dos para
formar una comision de evaluacion.
¢Cudl es la probabilidad de que Diego no
integre dicha comision?

Entre mi ropa hay 5 camisas (blanca, roja,
amarilla, violeta y verde) y hay 4 pantalones
(azul, negro, blanco y rojo). ;Cudl es la
probabilidad de que al sacar una camisa y
un pantalén, al azar, esta combinacién sea
mi camisa blanca y el pantalén azul?

4 Hoy mi novio me ha invitado a celebrar

nuestro primer aniversario. Mi padre me dio
permiso, pero debo llegar antes de las diez
de la noche, lo que hace que solo podamos
escoger una cosa que hacer juntos. El me ha
propuesto varias: 3 peliculas, 2 obras de
teatro, 3 lugares para comer, entre ellos el
restaurante en el que me pidié que fuera su
novia. Como no sabiamos qué hacer,
escribimos cada lugar en papeles y los
echamosa unabolsa. ;Cudl eslaprobabilidad
de escoger el bello restaurante aquel?

Una caja contiene 9 bolas blancas y
5 negras. Se han extraido dos maneras de
manera sucesiva. ;Cudl es la probabilidad
de que haya aparecido primero una bola
blanca y luego una bola negra.

Melchor y Baltazar estin participando en el
torneo de tiro al blanco que se estd
realizando en las afueras de Jalisco. La
probabilidad de que Melchor acierte es de
un 80% y la de su adversario es de un 75%.
Por sorteo, comienza a jugar Melchor y de
manera alternada continua Baltazar en una
serie de cuatro tiros en total. Simbolizando
por M el suceso: “Melchar acierta”y por M,
el suceso contrario. Andlogamente B:
“Baltazar acierta”, y por B, el suceso
contrario. ;Cuadl es la probabilidad de que
resulte:

a. MBMRB? (es decir, que ambos acierten dos
veces en las serie de cuatro tiros)

b. MBMB?
c. MBME?

d. ;En cual de las preguntas anteriores se
calculé la probabilidad de un empate?
;Por que?

e. Con los datos de este problema genera
otra pregunta con su respuesta
correspondiente.

f. Indica otro tipo de competencia en que
las probabilidades se manejen de manera
similar a la de este ejercicio.

7 Se lanzan dos dados, y se extrae una carta
de un mazo del naipe inglés. Determina la
probabilidad de que suceda que:

a. los nameros coincidan y aparezca un
diamante.

b. el producto de los nimeros sea doce y se
presente un trébol.

c. los nimeros sumen siete y aparezca
trébol o corazoén.

d. aparezcan dos niimeros pares y ocurra
que se presente un K.

€. N0 aparezcan ningin nimero mayor que
tres y no ocurra que se presenten [, ni Q.

% En la bolsa A tenemos 7 bolas negras y 13
blancas y en la bolsa B, 12 negras y 8
blancas. ;Cuil es la probabilidad de que se
extraiga una bola:

a. blanca de cada una de estas bolsas?

b. negra de la primera bolsa y otra blanca
pero de la segunda?

¢. negra de cada una de estas bolsas?
d. ;Qué es mas probable: que se saque una
bola blanca de la bolsa A y otra negra de

la bolsa B, o una negra de la primera
bolsa y una blanca de la otra?

9 Sean A, B y C sucesos independientes, tales

que plA) = 0,45, piBi = 0,40 y p(C) = 0,55.
Encuentra la probabilidad de que:

a. ocurran los tres sucesos.

b. acontezcan A y € pero no B.

c. sucedan By € pero no ocurra A.

d. ocurra solo el de menor probabilidad.

e. Inventa una pregunta usando los datos

de este ejercicio. No olvides en dar la
respuesta.

10Un test de 12 preguntas de seleccion
miltiple estd estructurado de la siguiente
manera: las preguntas 1 a 4 tienen cinco
alternativas cada una, las preguntas 5 a 8
tienen tres alternativas cada una, las
preguntas 9 y 12 tienen cuatro alternativas

cada una. Se decide responder este test
completamente, eligiendo azarosamente
las respuestas. ;Cudl es la probabilidad
de que:

a. no haya ninguna incorrecta?

b. estén todas correctas excepto la 5 y 1a 92

c. ninguna de las cuatro primera estén
incorrectas, pero el resto si.

d.las preguntas impares sean solo las
correctas?

11 El cuadro contiene la clasificacién de los

trabajadores de una empresa de enlozados
respecto a dos caracteristicas:

i. El intervalo de afios de pertenencia
al sindicato,

ii.Su respuesta a la pregunta: “;Desea Ud.
trabajar en la nueva sede de nuestra
empresa ubicada en Fresnillo?”

Respuesta

a Nimero de afios de sindicato
ala

pregurta | enosde1] 1-3 [ 4-10 [Misce10 |
si 30 B 116 2= |
No 14 18 34 6 |
No sé 3 2 1 0o |

Nayeli y Narciso son los encargados de
procesar toda la informacién proveniente
de esta consulta. Ellos disponen de los
nombres de los consultados y han decidido
entrevistar a algunos a fin de profundizary
conocer mas otras inquietudes no
contempladas en la pregunta. Para esto, los
encargados van eligiendo de manera
independiente dos trabajadores para
entrevistar. Nayeli decide hacer su eleccion
solo con aquellos que llevan menos de un
afio y Narciso exclusivamente con los que
han estado entre 1 a 3 afios en la empresa.
En este orden, cada uno elige un trabajador.
Determina la probabilidad de que en la
eleccion aparezca:

a.un par de trabajadores que haya
respondido “5i”.
b.un trabajador que haya manifestado

“No sé”y otro, “No”.
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<. una persona que no desee trabajar en la
nueva sede y con otra que si lo desee.

d. un par de trabajadores indecisos.

12 La sefiora Leticia les ha dicho a sus hijos
que la probabilidad de vender parte de la
hacienda familiar es de un 38%. Ademads,
les agregd que la probabilidad de que se la
compre don Edmundo es del 24% y que la
compre don Faustino es del 18%. Sus hijos
han hecho algunos calculos para saber las
siguientes probabilidades. Ta puedes dar
también la respuesta.

a. Que se venda esa parte de la hacienda y
que la compre don Edmundo.

b. Que se venda y la compre don Faustino.

¢. Que se venda y no la compre ninguno
de ellos.

13 Un suceso A tiene 23% de probabilidad de
ocurrir; otro suceso B tiene % de
probabilidad de ocurrir, y por dltimo, la

probabilidad de ocurrencia de un suceso €
es 0.02. 5i los sucesos son independientes,
calcula:

a. la probabilidad de que ocurra Ay B, pero
no C.

b. la probabilidad de que ocurra By C, pero
no A.

c. la probabilidad de que ocurran los tres
sucesos a la vez.

d.la probabilidad de que ninguno de
ellos ocurra.

14 En el concurso de television en que estd
participande la mama de Aurora, hay
3 cajas: una roja, una azul y una verde,
frente a cada uno de los autos de igual
color. En la caja roja hay 7 llaves; en la azul
8 llaves; v en la verde 6 llaves. Solo una
llave de cada caja enciende el auto
respectivo, y la mamd de Aurora se llevara
todos los autos que enciendan, con la llave
que elija de cada una de las cajas. Calcula:

a. la probabilidad de que gane uno de los
tres autos.

b.la probabilidad de que gane dos de los
tres autos.

c. la probabilidad de que gane los tres autos.

15 Pedro ha sido elegido como el presidente
de una comisién. Falta completar los cargos
de vicepresidente y secretario. Los posibles
candidatos son: Antonio, Alejandra,
Gabriela y Daniel. ;Qué tan probable es
que Gabriela quede como vicepresidenta?

16 Jorge y su equipo estin preocupados porla
buena realizacién del Congreso de
Tecnologia del Medio Ambiente 2014, al
que estin asistiendo 100 personas, de las
cuales 40 solo hablan inglés, 25 solo
francés, y el resto, ambos idiomas. Ademas,
45 provienen de Europa, 35 de América y
el resto de Asia. Casualmente, al bajar a la
cafeteria, uno de los asistentes se acerca a
él para hacerle una consulta. ;Cudl es la
probabilidad de que sea una persona que
venga de:

a. Asia y hable en inglés?
b. Europa y hable francés?

Criterios de evaluacién de logro

/-]

Soy capaz de explicar cémo se calcula la
prababilidad de dos eventos independientes.

Entendf los ejercicios resueltos en esta seccidn.

Pude desarrollar correctamente los ejercicios
propuestos en esta seccion.

Si obtuviste todos los indicadores (+),
jfelicitaciones!; si obtuviste algunos signos
(+/-) y (=), realiza un cuadro resumen que
incluya la definicion de eventos
independientes, con tres ejemplos, y la forma
de calcular su probabilidad de ocurrencia.

Sintesis Bloque 3

Ecuacidn Sies de la forma
cuadritica la férmula para resolverlas es
Figuras y cuerpos Teorema de Tales Homotecia
¥ Y
17 caso 2° caso 3™ caso Es
- = = Segin su razén, la
figura homotética serd
Proporcionalidad Funcién Otras
y funciones cuadrdtica funciones
v Y v
Su grafi b 2
e i Su elementos caracteristicos Sony modelan:

son:

Probabilidad — | SiAvy B sonsucesos independientes, entonces la

probabilidad de A v B se calcula como




Comprueba tus conocimientos Bloque 3

1. Completa cada una de las siguientes afirmaciones

con el concepto o solucion pedidos:

1 5i al resolver una ecuacién cuadritica de la
forma ax® + bx + ¢ = 0 se tiene que

X = w entonces los valores de

las constantes a, b y ¢ son, respectivamente:

2 Dos de las proporciones que se pueden
establecer a partir de la figura 3.50 adjunta
son:

LM

Figura 3.50

3 Si una figura que es homotética de otra es
mds pequena que la original y no esta
invertida, es porque la razon de homotecia es
un nimero

4 Una pardbola es una grafica que representa
a una funcion de la forma

5 Si Ay B son sucesos independientes y P(A y
B)=0.24 y la probabilidad de B es del 40%,
la probabilidad de A es

II.Resuelve los siguientes ejercicios colocando

TODO el desarrollo:

1 Resuelve las siguientes ecuaciones
cuadraticas:

a. Sx(Zx+3)1=2+4+7x

b.(3x—1F=4(x+1)—3x
e Xx+5) «x

7 3

2 Dada la figura 3.51, construye una figura
homotética a la dada con centro de homotecia

H y razén n%.

H
L]
Figura 3.51
3 Para cada uno de los recipientes de la figura
3.52, bosqueja su grafico de llenado, sabiendo

que el grifo que los llena lo hace siempre a
una velocidad de salida del agua constante:

Figura 3.52

4 La probabilidad de que un foco del tipo A
presente fallas en su construccion es de 0.12;
de que un foco del tipo B presente fallas es
de 0.09, y de que una del tipo C presente
fallas es del 7%. ;Cuadl es la probabilidad de
que al escoger un foco de cada tipo de su
linea de produccion:

a. ninguna de ellas presente fallas?

b. solo el foco del tipo B presente fallas?

5 En el cuaderno de matemadticas de Juan hay
dibujado un tridngulo rectingulo donde los
catetos estin marcados con “x+ 2" y
#2x — 2”. Mas abajo dice: “La hipotenusa es
15. ;Cudnto miden los catetos?”. Al parecer,
Juan dej6 su cuaderno en la mesa porque no
pudo hacer este ejercicio, ;puedes ti dar la
respuesta?

6 De pronto Silvana se dio cuenta de que la
tabla de planchar de su casa (figura 3.53) se
parecia a las figuras vistas hoy en clase de
Matematicas. Tomé una huincha y midié los
trozos de metal que determinaban los
soportes de la mesa. Estas fueron las medidas
que obtuvo:

Figura 3.53

Cuando volvié a mirarla, pensé que algo
estaba mal en sus medidas, pues la tabla
estaba paralela al piso. Luego volvié a medir
los segmentos y efectivamente se habia
equivocado en el que midié la primera vez
como 68 cm. Ahora dime tq, jpor qué Silvana
noté que su medicién era incorrecta? Justifica
matemadticamente. ;Cudl es la medida
correcta del trazo mencionado?

Macarena debe viajar de una ciudad a otra.
Las primeras cuatro horas lo hace a una
velocidad constante de 80 km/h. Luego se
detiene durante una hora y media para
comprar. Prosigue su viaje y avanza 325 km
en 4 hotras para volver a detenerse durante
media hora y, por Gltimo, recorre los 400 km
restantes en 4.5 horas. Haz una grafica
tiempo versus distancia recorrida que
represente la situacion planteada. ;Cuantos
km recorri6 finalmente Macarena y cudnto
tiempo demoro?



¥ Altura (m)

1 La grafica de la figura 3.54 muestra la relacién entre la altura alcanzada por una pelota al ser lanzada
versus el iempo que pasa desde su lanzamiento. De acuerdo con esta informacién, marca Verdadero
o Falso segtin corresponda en cada una de las afirmaciones dadas:

\

i\

Figura 3.54

La pelota fue lanzada desde dos metros de altura

La pelota se demord 11 sequndos en alcanzar su altura
maxima

La pelota vuelve a estar a dos metros del suelo a los 10
sequndos de su recorrido

La altura maxima que logra es de 5.5 metros

e
p 11 12 13
Tiempo (s}

Verdadero / Falso

Verdadero / Falso

Verdadero / Falso

Verdadero / Falso

2 Dada la figura 3.55, responde:

Figura 3.55

:Es posible calcular el perimetro de la figura total y el de la figura sombreada? Justifica explicando
la estrategia de calculo utilizada en caso de que sea posible o
de que no lo sea.

argumenta matemdticamente en caso

Evaluandonos

Autoevaluacion

Realiza esta autoevaluacién sobre tu desempefio
en este bloque, de manera responsable y
honesta, pues esta informacidén te ayudard a
remediar y mejorar tu desempenio.

logré | mejorar

Resolucidn de problemas que implican
el uso de ecuaciones cuadraticas
Aplicacion de la formula general para
resolver dichas ecuaciones.

Aplicacion de los criterios de
congruencia y semejanza de
tridngulos en la resolucién de
problemas.

Resolucién de problemas geométricos
mediante el teorema de Tales.

Aplicacion de la semejanza en la
construccién de figuras homotéticas.

Explicitacion y uso del teorema de
Pitdgoras.

Lectura y construccion de gréficas de
funciones cuadriticas para modelar
diversas situaciones o fenémenos.

Lectura y construccién de graficas
formadas por secciones rectas y
curvas que modelan situaciones de
movimiento, llenado de recipientes,
etcétera.

Célculo de la probabilidad de
ocurrencia de dos eventos
independientes (regla del producto).

Heteroevaluacion
Pidele a un companero que valore si:

Me
Actitud sugieren
mejorar

Colaboré participativamente en las
actividades grupales.

Mi participacién en las actividades
grupales fue meritoria.

Expuse mis ideas de manera claray
precisa ante el resto de la clase.

Respeté siempre la opinidn de mis
pares.

Acepté todas las sugerencias que me
ayudaron a mejorar mi desempeno
grupal, de parte de mis companeros.

Heteroevaluacion

Pidele a tu maestro que valore tu desempeiio
sugiriendo estrategias para mejorar en el caso
que resulte pertinente.



¢ Utiliza en casos sencillos expresiones generales
cuadraticas para definir el enésimo término de una
sucesion.

* Resuelve problemas que implican el uso de las razones
trigonométricas seno, coseno y tangente.

* (alcula y explica el significado de rango y la desviacion
media.

Estudiards en este blogue:

Tema 1: Patrones y ecuaciones
= (btencién de una expresidn general cuadratica para
definir el enésimo término de una sucesion.

Tema 2: Figuras y cuerpos

* Analisis de las caracteristicas de los cuerpos que se
generan al girar sobre un eje, un tridangulo rectangulo,
un semicirculo y un rectangulo. Construccién de
desarrollos planos de conos y cilindros rectos.

Tema 3: Medida

* Anilisis de las relaciones entre el valor de la
pendiente de una recta, el valor del angulo que se
forma con la abscisa y el cociente del cateto opuesto
sobre el cateto adyacente.

+ Analisis de las relaciones entre los angulos agudos y
los cocientes entre los lados de un triangulo
rectangulo.

Explicitacion y uso de las razones trigonométricas
seno, coseno y tangente.

Tema 4: Proporcionalidad y funciones

# Calculo y analisis de la razén de cambio de un
proceso o fendmeno que se modela con una funcion
lineal. Identificacién de la relacion entre dicha razén
y la inclinacion o pendiente de la recta que la
representa.

Tema 5: Andlisis y representacion de datos

* Medicion de la dispersion de un conjunto de datos
mediante el promedio de las distancias de cada dato
a la media (desviacion media). Analisis de las
diferencias de la “desviacion media” con el “rango”
como medidas de la dispersion.

Bloque 4
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Patrones y ecuaciones

Lee la siguiente historia:
En una plantacién de mamey se han dispuesto 50 filas de arboles, tal como

* Obtencién de una expresion | o myestra en la figura 4.1, vista desde arriba:

general cuadrdtica para
definir el enésimo término
de una sucesion.

Figura 4.1

Y para comenzar...

1. ;Te acuerdas como se llaman estas colecciones de nimeros?, ;cudles
eran las partes que las componian?

2. ;Es posible mediante una expresién algebraica encontrar el término
enésimo de esta coleccion o sucesion de nimeros?

Para ejercitar, resuelve en grupos de tres integrantes los siguientes
ejercicios referidos al problema inicial de la plantacion de mamey,
justificando y argumentando a favor o en contra de tus procedimientos y
los de tus companeros:

1. Determinen la cantidad de arboles que habra en la fila niimero 8 y en la
fila nimero 10.

2. Calculen cuantos arboles habra en total, considerando las primeras
8 filas.

3. Escribe el término general de la sucesién anterior.

Para comprender los nuevos contenidos que te presentaremos a
continuacidn es necesario que domines los contenidos relacionados con
sucesiones que ya has aprendido en grados anteriores.

1: conjunto de numeros ordenados con una derta logica.

Sucesiones con expresiones cuadraticas
como término enésimo

Ayudame tu a resolver el siguiente problema. Fernanda pensaba en todos
los cuadrados de distinto lado, por ejemplo, de lado 1 ¢m, de lado 2 ¢m, de
lado 3 cm, etcétera y escribié el valor de cada una de sus dreas. ;Cudles
son estas? Muy bien, ellas son: 1, 4, 9, 16, ... (en cm?) como se muestra en la
figura 4.2, ;Podrias ta decir que las dreas de los cuadrados forman una
sucesion? ;Puedes escribir su término general?, ;tendra relacién con la
férmula del drea de un cuadrado?

Asi es, como la férmula para calcular el drea de un cuadrado de lado n es
n?, entonces para la sucesiéon 1, 4, 9, 16.. su término general seri:
a,=n%sin=1,234.

Si te fijas bien, este es el término general, y es una expresion cuadraitica
(ya que la variable n estd elevada a dos). Ahora bien, si la sucesion es
un miltiplo o submaltiplo de n, el término general se escribird de la
forma an?,

Estudiemos este desde dos puntos de vista. El primero, determinar la
sucesion a partir de su término general. Por ejemplo:

1. Dada la siguiente expresién general de una sucesion: a, = 2n?, escribe
los 3 primeros términos y el trigésimo término:

Los 3 primeros términos se obtendrin remplazando n por 1, 2 y 3,

respectivamente:
a,=2-12=2
a,=2-22=8
a,=2-3=18

;Y para el trigésimo? Buscamos el término de lugar 30. Entonces, en la
expresion general dada, remplazamos n por 30.

Asi, la sucesion sera: 2,8,18,..., ———— ...

2. Si la expresion general de una sucesion es a, = 6n’ y sabemos que uno
de sus términos es igual a 54, jen qué lugar se encuentra?

Lo que se nos pide es el valor de n que remplazamos en la férmula
general para que el resultado sea 54. Es decir, 6n° = 54, entonces:

6n® =54 /6
n =9 "
n=3on= -3

Observa que n representa el lugar de un término, ;tendra sentido que
este valor sea negativo o decimal? Explica.

Luego, ;cudl serd la solucién de este ejercicio? Qué término ocupa el
namero 54.

Tema 1+ B4

1lem

1cm

A=1cm?

2cm

A=4cm?

3cm

A=9cm?
Figura 4.2
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El segundo punto de vista del estudio de una sucesién es encontrar el La sucesion serd: 6, 24, 54, 96, 150, 216... Verifiquemos las diferencias:
término general a partir de algunos términos de la sucesion. Por ejemplo:

Sucesitn & 24 54 96 150 216

1. Encuentra la expresién o término general de la sucesion 2, 8, 18, 32, 50...

¢Como hacer esto? Ciertamente, si te fijas y comparas esta sucesién con
la primera que vimos, notards que cada uno de sus términos es Diferencia entre los términos 18 30 42 54 66
1 unidad menor que aquella. Observa:

1% sucesién dada: 1,4,9,16.. Diferencia entre las diferencias anteriores 12 12 12 b
Sucesion del ejercicio: 2, 8,18, 32, 50...
Si lo pensamos de esta manera, como la primera sucesion tiene término Efectivamente, se cumple.

general a, =n? y cada uno de los términos de la sucesién pedida es el
doble de los términos de la primera, entonces es légico que la expresion
general de la sucesién del ejercicio sea a, = 2n%

Veamos. Partiendo de la hipdtesis de que el término general es una
expresioén cuadrdtica, demostraremos que las segundas diferencias son
constantes, Entonces, sea el término general de la sucesién a,=an?
Esta es una manera de abordar el problema si la sucesién dada se puede escribamos los 5 primeros términos de ella:

relacionar con otras ya estudiadas, pero si no es asi, jexiste algin

2
i i = - a.=a-1 =g
método para obtener siempre el término general? 1

Por supuesto que si. Analicemos un poco mas la sucesién y la diferencia el
que hay entre sus términos (Recuerdas que las sucesiones que has a,=a-32=9
visto (progresione: éficas) se comportaban de tal manera que las

diferencias entre dos termmos consecutivos era siempre la misma? a,=a-4*=16a

H 1 :
agamos algo andlogo en este caso a;=a-52=25a

Sucesidn

2 8 18 32 0§ Al hacer las primeras diferencias, se obtendra:
Y T eYd ——
6 10 18

d,=a;—a,=9 — 4a="5a

14
\/\\/\/ dy=0a,—ti;=16a—9a ="7a

Diferencia entre las diferencias anteriores 4 4 4

Diferenda entre los términos

d, =0, —a, =250 — 166 =9a

5i analizamos estas diferencias, las primeras no son constantes; sin Realicemos las segundas diferencias:

embargo, si restamos nuevamente estas diferencias, los resultados esta
3 . il i g d, —d, =5a — 3a=2a

vez si son constantes. ;Pasard esto en cualquier sucesién cuadritica?

Chequeemos esto con una de las sucesiones cuadraticas anteriores: dy —d,=7a —5a=2a

Para la sucesion de término general a, = 6n?, escribamos los seis primeros d,—d,=% —Ta=2a
términos (recuerda que debes remplazar n por 1, 2, 3, 4, 5 y 6. Ademas,
habiamos determinado que el 3°" término era 54).

a- serie de nimeros tales que la diferencia de dos ErMINOs SuUcesivos
cualesqmem de la secuencia es una constante, Esta cantidad es conocida como diferencia
de la progresion.
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También puedes determinar
sucesiones con términos
generales de otros grados.

Por ejemplo, si las terceras
diferencias son constantes,
entonces el término general de
la sucesion serd una expresion
de tercer grado o cibica de

la forma an®, Silas cuartas
diferencias son constantes, el
término general de la sucesidn
serd una expresidn de cuarto
grado de la forma an®. Y asi
sucesivamente.

Como o es una constante, entonces 2a también lo es. Este método nos
da también una forma de obtener el término o expresion general de una
sucesion cuadrdtica.

PROBLEMA RESUELTO 9. 28
1. Encontrar el término general de la sucesion % 2,585 ..

SOLUCION
Procedimiento: Veamos si esta sucesion es cuadritica.
Hagamos las primeras y segundas diferencias:

Sucesion l 2 2 8 _2.§
2 2 Z
Diferencia entre los términos i é Z 2
2 2 2 Z
Diferencla entre las diferencias anteriores 1 1 1

Si te fijas, por el procedimiento anterior, la constante que resulta debe ser
igual a 2a (recuerda que este valor fue encontrado de manera general). Por
lo tanto, se debe cumplir que:

- -
2a=1 = a=x

Entonces, remplazando el valor de a en la férmula del término general
(a, = an®), podemos escribir que a, = %nz. Hemos conseguido el término
general.

Y para finalizar...

En grupos de tres integrantes, contesten las preguntas que se plantean,
seglin lo que se muestra en la figura 4.3.

H

a. ;Cuantos cuadritos tendra la figura nimero 507

b. Discutan y justifiquen la ecuacién que define al término general de la
sucesidn de la figura 4.3.

. Verifiquen que esta ecuacioén se cumple, calculando los términos a,, a,
y a., v comparando con los actuales resultados.

Figura 4.3

Comprueba tus conocimientos Tema 1

. Completa cada una de las siguientes

afirmaciones segin corresponda:

1 En una sucesion cualquiera, a, representa el
término.

2 En particular, si &ﬂz%n, los primeros 3
términos son _ e S

3 5i de la sucesion se conocen los cinco
primeros términos y se sabe que ella es una
sucesion cuyo término general es cuadratico,
entonces para obtener su término general se
procede de la siguiente manera:

o

4 La sucesion =, %* %, 1... tiene por término
general .

IL Resuelve los siguientes ejercicios:

1 Para cada una de las siguientes sucesiones:

i. 5,20, 45, 80,125..

iiil19 525

iLgyg g

iii.1.5, 6, 13.5, 24, 37.5...

a. encuentra su expresion o término
cuadritico general.

b.indica los tres términos que vienen a
continuacion del dltimo mencionado.

28]

Dada la siguiente sucesién cuadrdtica:
14, 56, 126...

a. escribe el término general.

b. usando la férmula que has mencionado
anteriormente, averigua si 350 forma
parte de esta sucesion. Justifica tu
respuesta.

Ahora bien, dividiendo por 2 cada uno de
los términos de la sucesifn original
presentada en el enunciado:

c. halla el término general de esta nueva
sucesion.

d. compara las formulas que has obtenido
en a. y ¢. ;Qué puedes decir de los
coeficientes respectivos?

3 Considera la sucesion de nimeros formada
por todas las areas de las circunferencias de
radion,conn=1,2, 3, 4...

a. Indicala expresién algebraica del término
general, considerando a = 3.

b. ;Cual es el valor de la suma de las dreas
de las circunferencias de radio 5 y 6
unidades, respectivamente?, ;y las de
radios 6 y 77

Indicadores
de logro

L+ Ly/-] -

Criterios de evaluacion

Soy capaz de explicar qué es

una sucesidn.

Soy capaz de escribir una sucesion dado su
término general.

Soy capaz de explicar cudl es la condicidn
para que una sucesion tenga un término
general que sea una expresion cuadrdtica.

Entendi los ejercicios resueltos en
este tema.

Desarrollé correctamente los ejercicios
propuestos en esta seccion.

Si obtuviste todos los indicadores (+),
ifelicitaciones!; si obtuviste algunos signos
(+/-) y (=), realiza un cuadro resumen que
incluya el procedimiento de obtener una
expresion general cuadrdtica para definir el
enésimo término de una sucesion.
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Figuras y cuerpos

+ Andlisis de las
caracteristicas de los cuerpos
que se generan al girar
sobre un eje, un tridgngulo
rectdngulo, un semicirculo
y un rectdangulo.
Construccitn de desarrollos
planos de conos y cilindros
rectos.

Lee y observa:
Existen muchos objetos construidos por el hombre que se asemejan a
cuerpos geométricos. Observa las siguientes fotografias:

Y para comenzar...

1. ;Qué nombre reciben los cuerpos geométricos a los que se asemejan los
objetos anteriores?

2. ;Explica por qué los objetos anteriores no pueden considerarse iguales
a los cuerpos geométricos que los describen?

En parejas, enuncien las caracteristicas de los cuerpos nombrados
anteriormente y luego en una puesta en comitn y con la ayuda de su
maestro, discutan con el resto de la clase.

Para comprender los nuevos contenidos que te presentamos a continuacion,
es necesario que conozcas y comprendas muy bien las caracteristicas y las
diferencias y similitudes entre prismas y pirimides.

Conos, cilindros y esferas

Omar estaba un tanto aburrido e inventd un juego con su cuaderno.
Pasé un cordel por el espiral y tomdndolo de ambos extremos comenzo a
girarlo cada vez mds a prisa. Su hermana, Lucilla, al verlo le dijo:
“Omar, mira la figura que se logra ver, ;qué es?”.

(Puedes decirme ti qué figura se forma?, ;sabes cudl es su nombre?

Existen tres cuerpos geométricos, conocidos como cuerpos redondos, que
se pueden formar a partir de la rotacién de figuras planas en torno a uno
de sus lados, que se llamara eje de rotacién. Ellos son el cilindro, el cono y
la esfera.

Analicemos cada uno de ellos:

a. El cilindro

Construyamos un rectingulo y fijemos uno de sus lados con un eje
(eje de rotacidn), tal como lo hizo Omar con su cuaderno. Hagamos girar
el rectingulo en torno al eje determinado y obtendremos un cilindro.
Observa la figura 4.4.

—Lje de rotacidn

| Generatriz

Radic basal

Figura 4.4

Como ves, el cilindro es un cuerpo que tiene dos circulos congruentes
como bases (que se generan con la rotacién del lado distinto al elegido
como eje de rotacion) y una cara curva, llamada manto curvo, que es el
formado por el lado paralelo al eje de rotacidén. A este lado se le llama
generatriz, pues es el trazo que genera el cuerpo geométrico. Nota que el
cilindro no tiene vértices.

Supongamos que elegimos el lado mds pequeno como eje de rotacidn,
entonces se observa la figura 4.5.

Figura 4.5

Tema 2 * B4
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Nuevamente el cuerpo geométrico que se origina es un cilindro, que
tendrd menos altura que el que se genera con el lado mds largo como
eje de rotacion.

b. El cono

Construyamos un tridngulo rectingulo y coloquemos el eje de rotacién en
uno de sus catetos. Hagamoslo girar en torno a ese eje y obtendremos un
cono. Observa la figura 4.6.

—— Eje de rotacidn

Generatriz

Radio basal

Figura 4.6

Como puedes observar, el cono es un cuerpo geométrico que tiene una
base, que es un circulo, ¥y un manto curvo (o cara curva) que termina en un
punto llamado cispide (esta no es un vértice, ya que por definicién un
vértice es aquel punto donde se unen tres 0 mds aristas y esto supone
caras planas que el cono no tiene). La hipotenusa del tridngulo, que es la
que genera el manto curvo, formard la generatriz. Nota que el cono no
tiene vértices.

Si el eje de rotacion se encuentra sobre el cateto mds pequeiio del
tridngulo rectingulo, se formard un cono de menor altura que el que se
obtiene cuando el eje de rotacién esta sobre el cateto de mayor longitud.

¢Qué cuerpo se generard al colocar el eje de rotacion sobre la hipotenusa
del tridngulo rectingulo?

Efectivamente, se originan dos conos unidos por sus bases congruentes.
Observa la figura 4.7.

Eje de rotacidn

c. La esfera

Construyamos un semicirculo, coloquemos el eje de rotacion sobre el
didmetro del semicirculo y hagdmoslo girar en torno a él. Obtendremos
una esfera. Observa la figura 4.8.

A Eje de rotacién —— p

» Centro

Figura 4.8

Asi como ves, una esfera estd formada solo por un manto curvo.
Una esfera no tiene caras basales, ni clspides, ni generatriz.
Sus elementos principales son centro y radio. Como se gira en torno a un
didmetro y todos los que se tracen son congruentes, entonces siempre se
generard la misma esfera, no importa cudl didmetro sea el escogido como
eje de rotacion. Nota que la esfera no tiene vértices.

Si tuviéramos que resumir, podriamos decir que al hacer girar o rotar un
triangulo rectingulo, un rectingulo y un semicirculo en torno a uno de sus
lados o de su didametro, en el caso del semicirculo se generan cuerpos
geométricos redondos o con mantos curvos. Definiremos un cuerpo
redondo como aquel que tiene circulos y mantos curvos como elementos
que lo forman.

> Puedes buscar mds informacién sobre este tema en el siguiente
link. Recuperado, febrero 27, 2013, de:
| P httpefidata.imatematicas.es/suprevol/revolucion.him

{Te acuerdas que los prismas y las pirimides tenian desarrollos planos
que nos ayudaban a armarlos? Pues bien, los conos y cilindros también los
tienen. Las llamadas redes de construccion o desarrollos planos de conos
y cilindros nos ayudan a armarlos, pero, sobre todo, nos dan una idea de
las figuras en las que los podemos descomponer para mds adelante
encontrar las férmulas para sus dreas y volimenes.

Observa la figura 4.9 para un cilindro:

Figura 4.9

Tema 2 * B4
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Los conos y cilindros que hemos
estudiado son rectos, pues, en
el caso del cilindro, la altura

es de iqual longitud que su
generatriz; en el caso del cono,
su eje de simetrfa coincidirfa
con la altura sitrazaramos esta.

Pero hay conos y cilindros
oblicuos. Observa.

Si te ﬁjas bien, el cilindro estd formado por un rectingulo, que al doblarlo
forma el manto curvo lateral, y dos circulos congruentes que constituirdn
las bases. Nota que el largo del rectingulo debe medir lo mismo que el
perimetro de los circulos y que el ancho del rectingulo es el que
determinard la altura del cilindro.

Observa en la figura 410 lo que ocurre para un cono.

Figura 4.10

Nota que su desarrollo plano o red de construccién estd formado por un
circulo que serd su base y un arco de circunferencia cuya longitud debe ser
igual a la longitud del circulo basal. En este caso, el sector circular formara
el manto curvo y su radio es la generatriz. Asi también, la altura del cono
estd dada por el segmento que une la ciispide de la pirdimide con el plano
de la base en forma perpendicular. Entonces, si el cono es recto, como los
que hemos visto, la altura llegara al centro del circulo basal.

{Qué sucede con la esfera? ;Tendrid un desarrollo plano o una red de
construccion? Pues no, la esfera no tiene desarrollo plano. Esto quiere
decir que no es posible construirla cortando una figura plana y doblandola.

-

|l Fara averiguar mds sobre los cuerpos redondos te dejamos estos
links. Recuperados, marzo 1, 2013, de:

¥ vmow...: http://platea. pntic.mec.es/curso20/62_hotpotatoes/2010/aviera/6c_

Jquiz_aaron. b

http:/fwww.ceibal.edu.uy/contenidos/areas_conocimiento/mat/

cuerposgeont/cuerpos_redondos.litml

En la vida cotidiana usamos muchos utensilios que tienen formas de
cilindros, conos y esferas. Discute con otro compaiero que otros objetos
cotidianos pueden considerar.

PROBLEMAS RESUELTOS
1. Escribe el nombre de los cuerpos de la figura 4.11 bajo cada uno de ellos.
En caso de no ser cuerpos redondos, indica qué tipo de cuerpos son.

Figura 4.11

SOLUCION
Procedimiento: Solo basta con observar cada cuerpo para distinguirlo y

anotar su nombre (figura 4.12).

i
]
I
13

Cilindro Cono Este n £5 Ul cuerpo Cilindro Esfera
redondo. Es un hexaedro,

Cono (nota que Esfera Gilindro Cono Este no es un cuerpo

le falta la base) redonde. Es una pirdmide,
Figura 4.12

Tema 2 * B4
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2. Completa el (los) cuerpo(s) que se genera(n) a partir de la rotacién
de las siguientes imdgenes de la figura 4.13. Indica qué cuerpo
geomeétrico se genera,

»,

Figura 4.13

SOLUCION

Procedimiento: Para observar directamente qué cuerpo es el que se
genera, podemos dibujar en la libreta y luego recortar la figura geométrica
indicada en cada caso en la figura 4.14, para proceder a girarla sobre uno
de sus lados o diametro segiin corresponda.

»

Se generard un cono Se generard un cilindro Se generard una esfera
Figura 4.14

Y para finalizar...

En grupos de no mas de tres integrantes, dibujen los desarrollos planos de
las formas de la figura 4.15, justificando estos desarrollos y verificindolos
con su maestro:

&=

Figura 4.15

Comprueba tus conocimientos Tema 2

I. Coloca verdadero (V) o falso (F) frente a cada
una de las siguientes afirmaciones. Justifica
aquellas que son falsas.

1 Un cono se genera haciendo girar uno
de los catetos de un triangulo rectingulo
en 360°.

2 Sieleje de rotacién de un semicirculo es

su didmetro y luego se hace girar una
vuelta completa en torno a él, se obtiene
una esfera.

3 Los elementos que forman un cuerpo
redondo son circulos y mantos curvos.

4 Si se hace rotar un rectangulo en torno
de uno de sus lados, el otro lado
perpendicular a este es su generatriz.

1L Resuelve los siguientes ejercicios:

1 Valiéndote de los cuerpos redondos que
hemos estudiado y usando cada uno de
ellos, dibuja o bien busca una fotografia de
cinco objetos de uso cotidiano donde ellos
estén presentes.

2 Las figuras 4.16 pueden considerarse como
compuestas por rectingulos, tridngulos,
semicirculos y rectingulos. Por ejemplo, la
figura4.16 a estd formada por dosrectingulos
de diferentes dreas que estin unidos por
uno de sus lados mayores.

UL

Figura 4.16 a Figura4.16b  Figura 416 ¢

.

Figura4.16d  Figura4.16e Figura 4,16 f

Con las observaciones anteriores, da
respuesta a cada una de las siguientes
preguntas:

a. Dibuja el cuerpo que se forma al hacerlas
girar en 360°, tomando como eje de giro
el segmento rojo de cada una de dichas
figuras compuestas.

Ahora bien, jen cudl de ellas se genera:

b. un cono sin su clspide? ;Por qué?

¢. una esfera que contiene un cilindro?
Justifica tu respuesta

d. un carrete que permite enrollar el hilo
para elevar una cometa? Explica
tu afirmacién.

Y continuando con los solidos formados
por los giros de las figuras 412 cy 412 |

e. indica dos semejanzas y dos diferencias

entre ellos usando los conocimientos que
has aprendido en la presente leccién.

Indicadores

Criterios de evaluacidn de logro

Soy capaz de definir un cuerpo redondo.

Soy capaz de explicar como se gepera
un cilindro a partir de la rotacidn de una
figura plana.

Soy capaz de explicar como se genera
un cono a partir de la rotacién de una
figura plana.

Soy capaz de explicar cémo se genera
una esfera a partir de la rotacién de una
figura plana.

Entendi los ejercicios resueltos.

Pude desarrollar correctamente los
ejercicios propuestos.

Si obtuviste todos los indicadores (+),
jexcelente!; si obtuviste algunos signos (+/-)
y (=), realiza un mapa conceptual con los
conceptos no adquiridos, diferenciando cada
cuerpo geométrico y relacionandolo con su
red de construccidn.

@
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Medida

* Andlisis de las relaciones
entre el valor de la
pendiente de una recta,
elvalor del dngulo que se
forma con la abscisa y el
cociente del cateto opuesto
sobre el cateto adyacente.

Andlisis de las relaciones
entre los dngulos agudos y
los cocientes entre los lados
de un tridngulo rectangulo.

Explicitacion y uso de las
razones trigonomeétricas
seno, coseno y tangente.

Lee la siguiente narvacién:
Observa In siquiente grifica de la figura 417 que describe el consumo de gasolina
de cierto automovil:

Consumo de gasolina
de un automovil en carretera

6 |
=54 :
=4
g3 !
@ |
= 2% ==
5 i
i1 |

0 i

0 120
Kildmetros recorridos (km)
Figura 4.17
Y para comenzar...

1. Determina la ecuacion de esta grafica.
2. En esta funcién, ;cuales son los valores de m y n? Explica.
3. ;Qué representa el pardmetro » en la grifica anterior?

En parejas, grafiqguen todas Ias funciones del apartade a. en el mismo plano
cartesiano, y todas lns funciones del apartade b. juntas, en ofro plano cartesiano:

ay=3x+1 y=3x-1 y=3x+2 y=3x-2

b.y=x+5 y=2x+5 y=3x+5 y=4x+5

Analiza y responde: ;Cudl es la diferencia entre ambos conjuntos de
rectas? Discute, justificando y argumentando a favor o en contra de tu
apreciacion y la de tu comparfiero.

ot \.. 3 3 . Ry :
: constante o variable que aparece en una expresién matematica y cuyos distintos

valores dan lugar a diferentes casos en un problema.

Pendiente de una rectay
angulo que esta forma con el eje x

Claudio y Margarita obtuvieron un 10 en su prueba, por lo que su maestro
los felicitd. “Ahora —les dijo— quiero que observen las siguientes gréficas y
me digan qué relacion hay entre los parimetros de cada una de las
funciones lineales y los dngulos marcados en las graficas (figura 4.18)".

sz 1Ay
L Y- pE
24
o EEEP
- 1 i s
E T, W — -
L |
ny)«Ji-z
|
|
|
EERF
1 2 jf 4

Figura 4.18

Claudio los mird por un rato, pensé y dijo: “Me parece que aquellas que
tienen parimetro m positivo forman un dngulo agudo con el eje x", a lo que
Margarita agregé: “Si, y aquellas con parametro m negativo, forman un
angulo obtuso con el eje x”. ;Qué opinas ta? ;Estarin Claudio y Margarita
en lo cierto?

Efectivamente, en matematicas llamamos pendiente al pardmetro m en una
funcién lineal de la forma y = mx + n. La pendiente indica el grado de
inclinacién de la recta y, por lo tanto, nos da informacion sobre el tipo de
angulo que forma la recta con el eje de las abscisas (o eje x).

De esta manera, si la pendiente es positiva, el dngulo formado serd agudo,
y si es negativa, el dngulo formado sera obtuso.

Tema 3 * B4




B4 * Tema 3

Miremos ahora mds detenidamente la primera grifica dibujada en la
figura 4.19. ;Cudles serdn los puntos donde la recta corta al eje x y al eje »?

Figura .19

El corte con el eje y es inmediato a partir de la grifica, y este es (0, 1.
Para el corte con el eje x, recordards del bloque anterior, que los puntos
sobre el eje x son de la forma (x, 0) y, por lo tanto, se debe igualar y a 0 para
encontrar el valor de x. Asi:

0=2x-1 = 1=2x = %:x. Y entonces, el punto buscado es

\ - , '
:%, 0 . De esta manera, el tridngulo rectingulo formado por los ejes x e y

con la recta tiene catetos 1y 1 (catetos sobre el eje y y sobre el eje x,

respectivamente). ;Estas de acuerdo? (recuerda que las medidas de los
trazos serdn siempre positivas).

Tema 3 * B4

Ahora, ;qué sucede si escribimos la razén entre los catetos de los
tridngulos formados? Escribamos la razén entre el cateto opuesto al
angulo « y el otro cateto en ambos casos.

Fara la primera recta, y = 2x — 1, se tiene que el cociente pedido sera:
%z 1 -%z 2. Para la recta que acabamos de analizar, y = %x + 1, el cociente

2
pedido sera: % =1 %= % ¢Puedes decir qué valores hemos obtenido?

Efectivamente, el cociente entre la medida de estos dos trazos es igual al
valor de la pendiente de la recta. Pero ;serd eso siempre cierto?
Realiza la siguiente actividad y compruébalo.

- Habilidades a desarrollar: aplicar - calcular.

Dadas las siguientes funciones lineales, determina los puntos de corte de la
recta con los ejes x e y y la razén entre los catetos (-;) de los tridangulos formados.

i y=x+5 i y=9x+3 i, y=2x -2

* ;Qué pasa cuando el dangulo que forma la recta con el eje x es recto?

* ;Y qué pasa con las rectas que son paralelas al eje x? Observa ambas
situaciones en la figura 4.21:

Hagamos lo mismo ahora para la funciény = %x + 1 de la figura 4.20: e i i B i
¥ S3F - ' — 3

5 2 | 2

. 1 | 1
| 0 X 0 X
1 3 - e " i R S
-2 -1 S ' -2 -1 T 2 % 4
g 1 | | 1
1 3 Y Y
Figura 4.21
i _? 1 i s a. Recta paralela al eje y.
b. Recta paralela al gje x. Recuerda y registra...
: p No olvides que si el dngulo
Figura 4.20 Ninguna de estas rectas corta a los ejes coordenados, por lo tanto, no hay que forma la recta con eleje

un tridngulo rectingulo que ellas formen con el eje de las abscisas.  yasobtuso, entonces el valor

Observa esta grifica y responde, jen qué punto la recta corta al eje y?

Conociendo el valor anterior, ;qué debemos hacer para obtener el punto
de corte de la recta con el eje x? Determinalo y explica a otro compaiero,
el procedimiento utilizado para obtenerlo. Luego, verifica estos valores.

{Qué figura se forma por la interseccion de la recta con ambos ejes?, ;cudl
es la medida de los lados de esta figura?

Entonces, no podremos calcular la pendiente de ellas como lo hicimos  dela pendiente de esta recta

anteriormente. es negativo.

Si te fijas, cuando el dngulo se va acercando a 90° el cateto sobre el eje x
se va haciendo cada vez mds cercano a cero. En el momento que la recta
queda paralela al eje y, formando un dngulo de 90° con el gje x, los puntos
que forman el cateto sobre el eje x coinciden, haciendo que la longitud del

cateto se haga 0. Con esto, el cociente m ="; tendrd denominador 0 y se

indefinird. Es este el motivo, por el que en matemiticas se dice que las
rectas paralelas al eje y tienen pendiente indefinida.
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En el caso de las rectas paralelas al eje x, al girar la recta para ir haciéndola
paralela al eje x, el dngulo se va acercando a 0 y son los puntos que forman
el cateto opuesto al dngulo los que coincidirdn, haciendo que la longitud

de este cateto sea finalmente 0. Con lo que el cociente m =% tendra
numerador igual a 0 y, por lo tanto, su valor sera 0.

Es por esto, que en matemadticas se define la pendiente de una recta
paralela al eje x como 0.

"

Puedes repasar y profundizar este contenido en la siguiente
pdgina web, recuperada, noviembre 11, 2013 de:

| v http:/fiwww.uaeh.edu.mx/docencia/VI_Lectura/bachillerato/documentos/
LECE.pdf

Angulos y lados de un tridngulo rectingulo

Como ya aprendiste, hay una relacién estrecha entre los lados del
triangulo rectingulo que forma una recta con los ejes coordenados y el
angulo que ella forma con el eje de las abscisas. En esta seccién
aprenderemos que entre los lados y dngulos agudos de un tridngulo
rectingulo existe también una notable relacién.

Tomemos varios tridangulos rectingulos. Primero los que cumplen con el
trio pitagorico 3, 4 y 5 v todos los semejantes a él. Recuerda que sus lados
deben cumplir la relacién que aprendiste del teorema de Pitigoras. Como
son semejantes, sus dngulos interiores son iguales y sus lados son
proporcionales, por lo tanto, en la figura 4.22 se tendrd que:

4p
5
Sk
4k
e 2 o
3 3k

Figura 4.22

-

Si te fijas y calculas el cociente entre los lades opuestos al dngulo « y la
hipotenusa, en todos ellos obtendrds que este cociente serd 2 El valor de
este cociente serd entonces independiente de la medida de los lados del
tridngulo, solo dependera del valor del dngulo a.

Lo mismo sucede para los cocientes entre el cateto adyacente al angulo y
la hipotenusa. En este caso su razén serd, para todos los tridngulos, =.Y
para el cociente entre el cateto opuesto al dngulo y el cateto adyacente a él

: 4
esta sera 3

PROBLEMAS RESUELTOS

1. Construye un triingulo rectingulo que tenga un angulo interior agudo
de 30° Calcula los tres cocientes nombrados anteriormente con respecto
a dicho dangulo.

SOLUCION
Procedimiento: Primero construimos el tridngulo requerido, y a
continuacién determinamos los cocientes pedidos (figura 4.23):

4cm Jcm
. o = 307
A 693 cm B
Figura 4.23
El cociente o razén entre el cateto opuesto y la hipotenusa serd %, es
E: |
decir, 7

El cociente entre el cateto adyacente y la hipotenusa serd 6'5"3 ~ 0.866.

. g ab gy
El cociente entre el cateto opuesto y el cateto adyacente serd o=~ 0.577

2. Se ha construido un nuevo tridngulo rectingulo, sefialado en la figura
4.24, con un angulo interior de 30° Calcula los valores de las razones
aludidas anteriormente.

i
4
i, 14 cm
o = 307
A 1212 cm B
Figura 4.24

SOLUCION
Procedimiento: Procedemos de inmediato a realizar el cdlculo de las
razones requeridas.

El cociente entre el cateto opuesto y la hipotenusa ser

.
[y
s

El cociente entre el cateto adyacente y la hipotenusa ser
El cociente entre el cateto opuesto y el cateto adyacente seﬁﬁz 0.577.

De acuerdo a los valores obtenidos en ambos problemas, el valor de los
cocientes de los lados de un tridngulo rectingulo, ;depende de la medida
de estos lados? ;De qué parametro depende? Explica.

Tema 3 * B4
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Al-Battani (aproximadamente
entre 860y 929 n.e.).

Es considerado un gran
matemdtico y astrénomo de

la Edad Media isldmica. Su
gran aporte en torno ala
trigonometria fue la utilizacién
de la funcién seno por primera
vez y la demostracién de

que la tangente representa

la relacidn entre el seno y el
Casena.

Seno, coseno y tangente

Como las razones calculadas anteriormente son tan importantes, tienen
nombres propios; estos son: sene, coseno y tangente. Ellas nos ayudaran a
calcular la medida de los lados de un triangulo rectangulo dado un angulo
y un lado o la medida de los dngulos interiores de un tridngulo rectingulo
dados sus lados. Cdlculos que hasta el momento no podiamos realizar por
no tener ninguna relacién entre dngulos y lados en un tridngulo rectingulo.
La rama de las Matemdticas que estudia estas relaciones se llama
trigonometriaylos cocientes nombrados sellaman razones trigonométricas.

Miremos el siguiente tridngulo rectingulo de la figura 4.25.
En él distinguiremos varios elementos con respecto al dngulo o:

Figura 4.25

Cateto opuesto al angulo a: a
Cateto adyacente al dngulo a: b
Hipotenusa del tridngulo: ¢

Entonces, las razones trigonométricas se definen de la siguiente manera:
cateto opuesto a a
hipotenusa

= sena =4 (seno de «)

cateto adyacente a a
hipotenusa

cos o= -::ceso.:—f:1 \coseno de o)

cateto opuesto a «
L ==
cateto adyacente a «

= tgu =% 'tangente de )

Por ejemplo, si se sabe que cos a = %,
¢cudles son las otras razones trigonométricas?

Dibujemos un tridngulo rectingulo con los datos dados (figura 4.26).

7k 20k

|
Figura 4.26

Nota que coseno de « es igual a cateto adyacente dividido por la
hipotenusa. Ademds, como son razones, no quiere decir que el cateto
adyacente mida 7 unidades y la hipotenusa 20, sino que pueden ser
miltiplos cualesquiera de ellos, como lo vimos anteriormente,
Es por esto que anotamos 7k y 20k para los lados respectivos.

Por el teorema de Pitdgoras, podemos calcular el cateto opuesto al dngulo.
(7k)? + x? = (20k)?
49k% + x* = 400k*
¥ = 400k* — 49K*

x =351k /v
x=+351k

Por lo tanto, sen o =-‘-f:23?v-ﬂ;g:: 0937ytga= V,:;,Sl = 2.676
PROBLEMAS RESUELTOS

1. Después de la escuela, Beatriz va al centro comercial con sus amigas.
Para subir al segundo piso toman la escalera mecdnica y Beatriz dice:
“podriamos calcular el largo de esta escalera si sabemos qué dngulo
forma con el suelo, como nuestra maestra de Matematicas nos ensend
hoy. Seguro nos da algunos puntos para la prueba”. Si Beatriz averigué
que la escalera media 4 m de altura y formaba un angulo de
aproximadamente 30° con la horizontal como en la figura 4.27
jeudl fue la medida del largo que determing?

Figura 4.27

SOLUCION

Procedimiento: Si consideramos que la escalera forma con el piso un
tridngulo rectingulo con una inclinacién de aproximadamente 30°
entonces podemos escribir que:

sen 30° = %, donde x corresponde al largo de la escalera.

1_4 -2
it e | =8

Entonces, la escalera mide aproximadamente 8 metros.

Tema 3 * B4

:Recuerdas la igualdad entre
la pendiente de una rectay

el cociente entre el cateto
opuesto y el cateto adyacente
del trigngulo rectdngulo que
esta formaba con el eje x?
Asfes, también se puede
definir, entonces, la pendiente
de una recta como la tangente
del dngulo que forma esta con

| elejex.
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2. Una asistente de vuelo miraba detenidamente el avién en el que le
tocaria viajar, Para que subieran los pasajeros, habia una escalera mévil.
Segiin los datos de la figura 4.28, ;a qué distancia se encuentra el inicio
de la escalera del avién?

Comprueba tus conocimientos Tema 3

I. Completa cada una de las siguientes 2 L es una recta que contiene a los puntos
afirmaciones con el concepto o resultado Fl-3,-1)yGi46):

correspondiente: e :
pone a. Hazel graficocorrespondiente destacando
los puntos de interseccion con los ejes

1 Si la pendiente de una recta es positiva, el

i

| Sabiasque...
En las calculadoras cientificas
aparecen las funciones seno
(sin), coseno (cos) y tangente
(tan). Con ellas puedes calcular
los valores de estas funciones
para cualquier dngulo.

Para realizar estos clculos,
debes tener tu calculadora en
grados (deg o D).

Figura 4.28
SOLUCION
Procedimiento: Usando los datos de la figura, podemos escribir que:
o113
tg38°==5=

tg 38° ~ 0.7812

07812=113 o x = L3~ 1446

Por lo tanto, la escalera estd aproximadamente a 14.5 m del avién.

(usando la calcnladora)

Y para finalizar...

Se desean construir cabafias en un lugar de veraneo. Uno de los
constructores, desea determinarlas medidas de estas cabaiias, y conociendo
las medidas de su ancho y el dngulo que forma el techo de la casa con la
base de esta, ha realizado el esquema de la figura 4.29.

Figura 4.29

El constructor ha determinado que la medida del largo del techo debe ser
de 38.9 m y la altura de la cabana que debe ser de 2.1 m, ambos valores
aproximados a la décima.

Basdndote en tus conocimientos determina si las medidas calculadas son
correctas, justifica.

angulo formado con el eje x positivo se
clasifica como :
Por el contrario, si es negativa, segiin su
medida dicho dngulo se clasifica como

2 Elwvalordela pendiente de una recta paralela

alejexes ,en cambio
si es perpendicular a este eje, su pendiente
es _ ]
v el valor del angulo correspondiente es

3 Conforme a la figura 4.30:

Figura 4.30

_m
=1

b. % corresponde al valor de la razon

trigonométrica llamada _

a.sendb=-y

II. Resuelve los siguientes ejercicios:

1 Mira atentamente la figura 4.31:

B

n (5™
b A
Figura 4.31

a. Define tg 9, sen d, cos b, en funcién de a y b.

coordenados.

b. ;Cudl es el signo de la pendiente segiin lo
insinuado en el grafico?

c. Indica los valores de los catetos del
tridngulo formado por los ejes y L.

d. Escribe la razén que permite obtener el
valor de la pendiente.

e. ;Entre qué valores puede encontrarse el
angulo que forma L con el eje coordenado
horizontal?

Ana debe medir el edificio que se encuentra
en su calle. Para ello ha logrado estimar que,
si se coloca a 70 metros de la base del
edificio, visualiza la parte superior de este
con un dngulo de 25° ;Cudl es la altura
del edificio?

Dibuja la recta que pasa por € (-14) ¥y
D:(22) y destaca los catetos del tridngulo
formado por los ejes y esta recta.

a. ;Cudles son las coordenadas de los vértices
del tridingulo mencionado anteriormente?

b. Anota la razén que permite obtener el
valor de la pendiente.

c. Indica el valor de dicha pendiente.
Ahora bien, considera el tridngulo
rectingulo formado por €, D y un nuevo
punto £ de coordenadas | —1,2):

d. escribe la razdn de la longitud del cateto o
vertical con respecto a la longitud del
cateto horizontal. Compdrala con Ia
obtenida en b. ;Difieren en su valor?

e. Conforme respondido en d., ;es posible
obtener el valor de la pendiente de esta
recta? ;Por qué?



5 Si & es uno de los dngulos agudos de un
tridngulo rectingulo, cuyo cateto opuesto a
6l vale 6 unidades y de hipotenusa

10 unidades:

a. Encuentra el valor de sen &.

b. ;Es el valor de cos & mayor que sen 57

c. ;Estgdmenorque 17 Justifica tu respuesta.

6 En un tridngulo rectdngulo se sabe que
cos o= 0.43, determina, aproximando a la
centésima, el valor de:

d. Sen o

b.tga
7 Dado la figura 432,

i i

Figura 4.32

ies verdad que el cateto:

a. opuesto a a vale v - sen o? Justifica tu

respuesta.
b. adyacente a « es v - cos o? Justifica tu
respuesta.
1.732 1.732

8 Si!:yB=Tycus|5=T
¢Cuadl es el valor de sen p?

9 La figura 4.33 muestra dos rectas coloreadas
y los adngulos que forman con el eje
horizontal. El dngulo en rojo mide
aproximadamente 31° de igual manera, el
otro angulo 63°. Usando el tridngulo
rectingulo que forma cada una de estas
rectas con los ejes coordenados:

Figura 4.33

a. Determina las medidas de los catetos de
cada uno de estos tridingulos.

b. Encuentra los valores de las razones
trigonométricas de los dngulos
anteriormente mencionados.

c. Comparando el valor de las de las
tangentes, ;cudl de ellas es la de menor
valor?

d. ;Qué relacién puedes establecer, para
ambos casos, entre el valor de cada
pendiente de la recta respectiva, con los
valores de alguna de las razones
trigonométricas anteriormente calculadas?
Ahora bien, en cada tridngulo, anota la
medida del otro dangulo agudo:

e. ;Es verdad que: sen 59° es igual a cos 31%7
(Por qué?

f. Indica los valores de las razones
trigonométricas de 27°,

10 Lamberto mird una vez mds este dibujo en
su prueba (figura 4.34), para averiguar la
formula de la ecuacion que contiene el
segmento rojo. Midié solo el cateto menor
del tridngulo, y obtuveo 2.2 cm luego, intentd
encontrar tal ecuacion.

.%‘\-Ill.é{ Al

00 =

Figura 4.34

a. ;Cudl es el valor del dngulo que te
permite calcular la medida del otro cateto?

b. ;Cuadl es el signo que deber tener el valor
de la pendiente de la recta roja? ;Por qué?

c. Escribe la ecuacién solicitada.

11 Montserrat encontré en el libro que ocupaba
para estudiar el siguiente problema:

“Una escalera de 13,5 m de longitud llega
hasta la parte superior de un muro. Si la
escalera forma un dngulo de 60° con el borde
superior del muro, como se muestra en la
figura 4.35:

Figura 4.35

a. escribe una razdn trigonomeétrica que
permita determinar la altura del muro (y)
y calcula dicha altura.

b. escribe una razén trigonométrica que
permita determinar la distancia desde el
pie de la escalera al muro (x) y determina
dicha distancia.

12 jYa hasta aqui llegamos por hoy. Vamos a
tener que acampar! - grito Moisés, nuestro
instructor. Mojando mis pies en la ribera del
rio, y acostado de espalda, miré la copa de
un arbol situado justamente enfrente mio y
que estaba en la otra orilla. Cansado lo
observé, con un dngulo de 60° como nos
habia ensefiado a estimar nuestro instructor.
Wiladimir, mi mejor compaiiero, mas atras y
en linea recta, a unos 10 m de la orilla,
también miraba ese drbol pero con un
angulo de 45° segiin lo que me dijo.
Me acerqué y le susurre - te echo una
competencia manana: ;jquién atraviesa a
nado el rio y llega mds ripido a tocar la
punta del drbol? Moisés escuchd y me retd
diciendo: — No tienes ni idea del ancho del
rio, ni lo profundo que pueda ser.Y menos la
altura de la punta de ese drbol - {No se los
permitiré! ;No hay que correr riesgos
innecesarios no? pero:

a. ;Qué ancho tiene el mencionado rio?
b. ;Cuadl es la altura del drbol?

Criterios de evaluacion delogro |

ErzE
1

Soy capaz de explicar como se relaciona la

pendiente de una recta con el dngulo que

esta forma con el eje x. |
Soy capaz de explicar cudles son las razones |
trigonométricas y para qué se usan.

Entendf los ejercicios resueltos en
esta seccion.

Resolvf correctamente los ejercicios
propuestos en esta seccidn.

£Puedo construir dos figuras homotéticas?

Si obtuviste todos los indicadores (+),
ifelicitaciones!; si obtuviste algunos signos
(+/-) y (), realiza un cuadro resumen que
incluya los principales conceptos vy
definiciones de este tema asi como ejemplos
cotidianos de cada uno de ellos.

(153
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Proporcionalidad y funciones

 Cdlculo y andlisis de la
razon de cambio de un
proceso o fendmeno que
se modela con una funcidn
lineal. Identificacidn de
la relacidn entre dicha
razdn y la inclinacion o
pendiente de la recta que la
representa.

El valor del consumo de energia eléctrica en nuestro pais se realiza, de
acuerdo al consumeo de los kilowatts-hora, de la siguiente manera:

Minimo mensual; El equivalente a 25 kilowatts-hora

agrs $0.786 por cada uno de los primeros
Consumo basico: 75 Kiloviarta-hara.
$0.957 por cada uno de los siguientes

Consumo intermedio: 28 Lilastes hora.

$2.799 por cada kilowatt-hora adicional a los
anteriores.

Consumo excedente:

Fuente: http:/fapp.cfe.gob.mx/Aplicaciones/CCFE/Tarifas/Tarifas/Tarifas_casa.
asp? Tarifa=DACTAR1 &anio=2013
Recuperada, noviembre 11, 2013.

Y para comenzar...
1. ;Qué clase de variacion es la que representa esta situacién?
2. ;Cuadl es el valor minimo mensual que se debe pagar?

En parejas, realiza las siguientes actividades, de acuerdo a la informacidn
entregada inicialmente:

1. Calculen y representen en una tabla los valores para los primeros 10
kilowatts-hora.

2. Coloquen los puntos de la tabla en un plano cartesiano para confeccionar
una representacioén gréfica.

3. ;A qué corresponde el valor 0.786? Expliquen detalladamente.
4. Determinen, explicando cada paso, la forma algebraica de esta relacion.
5. Determinen el valor para la cual la grafica interseca al eje y. Justifiquen.

Para abordar este nuevo tema debes dominar los contenidos sobre
variaciones lineales, asi como los parimetros caracteristicos de este tipo
de graificas.

Razoén de cambio

De acuerdo al grafico que obtuvieron anteriormente, podemos calcular
qué cantidad de dinero mas, se debe pagar al aumentar un kilowatt-hora
de consumo. 5i comparamos el aumento de dinero cada vez que se utiliza
un kilowatt-hora mas, te dards cuenta que este aumento corresponde a
$0.786. 5i escribimos la razén entre la diferencia del valor inicial cancelado
v el valor final ¥ la variacién de kilowatt-hora que se ha consumido,
tendremos que:
. variacién del valor a pagar
"= Variacién kilowatt-hora consumidos

Para la variacion del primer kilowatt-hora se tendrd que r= C_Ij’lﬂ_ﬂ
Para la variacién del segundo kilowatt-hora, r= 1—5;—2 = (L?f—ﬁ

(Es ldgico esto? Por supuesto que si, como el aumento del valor por cada
kilowatt-hora es el mismo, esta razén es constante.

A esta razdn la llamaremos razdn de ecambio. Por lo tanto, definiremos
razon de cambio entre dos variables como aquella medida en la que una
variable varia con respecto a la variacion de la otra,

Si marcamos en el grifico anterior los segmentos que estamos comparando
a través de la razon de cambio, tendremos la figura 4.36:

P ||
2351 1
) | yE0.786x +19.65

-

22+ . i
215+ : /

21+

2251

Valor a pagar

205 ¢

s r— = | S T —
] X
19 - - 4=
[1] 1 2 3 4 5 [
Kilowatt-hora consumidos
Figura 4.36

Observa bien. ;Qué representan los segmentos marcados con rojo y con
verde? ;Y el cociente entre el segmento rojo y el verde?

Efectivamente, los segmentos rojo y verde representan los catetos del
tridangulo rectingulo formado, y el cociente entre ellos corresponde a la
pendiente de la recta. ;Lo recuerdas del tema anterior?

Por lo tanto, la razén de cambio entre dos variables que se modelan a
través de una funcién lineal serd la pendiente de la recta que ella
representa.

Tema 4 *» B4
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Ademas, la recta corta al eje de las ordenadas (eje y) en el punto (0,19.65).
Recuerda que para este punto x = 0, entonces el valor de y corresponderd
al parimetro n en la ecuacién de la recta y=mx+n o funcién que la
representa. Por lo tanto, como la razon de cambio es r=0.786 y la recta
forma un dngulo agudo con el eje x, su pendiente debe ser positiva.

Estrictamente, si tomamos dos pares de valores de la tabla y escribimos las
diferencias entre ellos, tendremos que:

z valor a pagar inicialmente = valor a pagar al consumir 1 kilowatt-hora
— kilowatt-hora consumidos inicialmente — primer kilowatt-hora consumido

- 1965220436 _ = 0786 _ 76

Entonces, como ya lo verificaste, podemos escribir que la funcién que
representa el valor a pagar en consumo de energia se modela a través de
y=0.786x + 19.65, donde x corresponde a la cantidad de kilowatt-hora
utilizados e y el valor a pagar segin la cantidad x de kilowatt-hora
consumidos.

Si te fijas, en este caso la razén de cambio representa un aumento o
crecimiento, ya que la pendiente de esta recta es positiva, ;crees que la
razon de cambio pueda representar una disminucién o decrecimiento?
Justifica y verifica tu respuesta con tu maestro.

PROBLEMAS RESUELTOS

1. Marta estd ahorrando dinero para sus vacaciones. Ella se ha propuesto
guardar cada 15 dias una cierta cantidad de dinero. Si en los primeros
15 dias ahorr6 $ 220, a los 30 dias ahorré $ 236, después ahorrd $ 252,
luego $ 268 y asi hasta el término de su afio, determina:

2. ;En qué razén cambia el dinero que Marta va ahorrando cada
15 dias?

b.;En qué razén cambia el dinero total ahorrado por Marta cada
15 dias? ;Es la misma razén calculada en la pregunta anterior?
Justifica tu respuesta.

SOLUCION

Procedimiento:

a. Calculemos la razén de cambio entre los primeros 15 dias y la 2° vez
que ahorré. Para esto, debemos calcular la diferencia entre el dinero
ahorrado y la diferencia entre los dias en que ahorré:

. _ 236-220 _ 16
o ﬁ

30-15 15

:Serd la misma para el resto de las veces en que ahorré? ;O para los dias
& é
que transcurrieron entre la primera vez que ahorré y la cuarta?

r —252-236 _16 _ 268220 48 _ 16

2=745-30 153" 60-15 45 15

Observa que como la razén de cambio es constante para cualquier
periodo que se tome, la funcién que relaciona el dinero que ahorra con
el dia en que lo ahorra es una funcién lineal y su grifica, entonces,

serd una recta de pendiente m =%§-.

b. Fijate que nos preguntan por el total ahorrado, esto es, silo representamos
en una tabla:

Dra del ahorro Total ahorrado ($)

15 220
30 456
45 708

60 976

Calculemos, entonces, la razon de cambio entre el 1°" y el 2° ahorro:
, _ 456 —220 _ 236

1= 30-15 15
Claramente, el dinero total ahorrado no cambia en la misma razén que
el dinero ahorrado cada vez. Pero ;serd constante también la razén del
dinero total ahorrado en distintos periodos? Calculemos otros periodos,
por ejemplo, entre el dinero total a los 15 dias y a los 45:
ro= 108 —220 _488 244

27 745-15 30 15
Como las razones no son las mismas, la funcién que modela esta
situacién NO es lineal y, por lo tanto, no hay una razén de cambio para
todos los periodos (que sea la misma para todos).

2. Pedro estd entrenando hace algiin tiempo. A él le gusta salir a correr por
su vecindario y ha notado que sus tiempos han mejorado semana a
semana para la misma ruta. El ha anotado sus marcas, nosotros te las
mostramos aqui:

1 30
2 27
3 24
4

B

a. ;Cudl es la razon de cambio entre la 2% y la 4% semana?

b. ;Cudl es la funcién que modela esta situacién? ;Puedes determinarla
con los datos dados sin necesidad de confeccionar la grifica?

¢. Calcula el iempo que se demorara en recorrer la misma ruta durante
la 6* semana.

SOLUCION

Procedimiento

a. Para calcular esta razdn de cambio debemos determinar la diferencia
entre los tiempos obtenidos y la diferencia entre el tiempo transcurrido,
esto es:

_ diferenciade tiempos 27 21 6 _ 3
= diferencia de semanas =~  2-4 = -2 1

Pero jqué indica que la razdn sea negativa? Indica que el tiempo que
demora en hacer su recorrido va disminuyendo a medida que aumentan
las semanas. Entonces esta disminucién no es proporcional, por lo
tanto, estas variables no son inversamente proporcionales (de hecho, su
producto no es constante).
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b. Si tomamos varios pares de valores, esto es, las dos primeras semanas,
luego la 2° y la 3" semana, después la 3" y la 4%, y hacemos las razones
de cambio para ellos, tendremos que:

o007 B PT-R  ¥. SE-G1 8§

1 1=2 "2 Z2=3 1" 3 3-4 1
Nota que todas ellas son iguales, es decir, la razén de cambio es
constante para los diferentes pares de valores de las variables, lo que
quiere decir que la funcién que modela nuestro problema es una
funcién lineal y su grifica una recta, donde su pendiente es justamente
la razén de cambio que acabamos de determinar, es decir, —3.

Por lo tanto, la funcion serd de la formay = —3x + n.
;Como determinar el parametro n?

Muy sencillo, tomemos uno de los pares de valores. Como ya sabemos
que en la semana 1 Pedro hizo un tiempo de 30 minutos, entonces,
sabemos que y= 30 y x= 1. Podemos entonces remplazar estos valores
enlafuncibny= -3x+m

30=-3-14+n = 30=-3+n = 33=n
Por lo tanto, la funcion pedida serd: y = —3x +33

¢. Recuerda que ya obtuviste la razéon de cambio para este problema, de
acuerdo a este valor, jcudnto tiempo deberia demorarse en recorrer esta
ruta durante la 6* semana? Verifica tu respuesta con el valor obtenido
utilizando la ecuacién que determinaste en la letra b. de este ejercicio.

Y para finalizar...

El grafico de la figura 4.37 muestra dos rectas de depreciacion del valor de
un automoévil con el tiempo, de dos automotoras distintas:

Precio ($)

X
0L 05 1 15 2 25 3 35
Afio

Figura 4.37

1. Plantea la relacién algebraica de ambas rectas y determina en cudl de
los dos casos esta depreciacion es menor.

2. ;En qué automotora conviene mas comprar el automévil? Justifica.

Comprueba tus conocimientos Tema 4

I. Coloca verdadero (V) o falso (F) frente a cada
una de las siguientes afirmaciones segin
corresponda:

1 Larazén de cambio entre dos variables

mide la variacién de una variable con
respecto a la variacion de la otra.

2 Larazon de cambio entre dos variables

siempre toma valores positivos.

3 Silarazéndecambio entre dos variables

es constante, entonces entre ellas hay
una variacion lineal.

4 Lapendiente de unarecta y surespectiva

razén de cambio pueden diferir en sus
signos.

5 Cuando la razén de cambio es igual a1,

las wvariables son directamente
proporcionales.

IT. Resuelve los siguientes ejercicios:

1 Si y=-—%x-2, encuentra la razén de

cambio de:

4. x con respecto a y.
b. y con respecto a x.

Larelacion que existe entre una temperatura

medida en grados Celsius (T.),

y la misma pero en gradusal:zahrenheit (T:)
B

ioui WHER L e o by
es la siguiente: 355 =5

a. ;A cudntos grados Celsius equivalen 212
grados Fahrenheit?

b. ;A cudntos grados Fahrenheit equivalen
50 grados Celsius?

¢. Encuentra una ecuaciéon que permita
conocer la variacion de una temperatura
expresada en grados Fahrenheit, con
respecto a la misma wvariacion de
temperatura pero expresada en grados
Celsius.

3 A continuacién se muestra la cantidad de

litros de refresco (I) que se utiliza en una
fiesta, de acuerdo al nimero de personas
que asistieron.

Numero de Litros de refresco
Asistentes {n

5 125
10 25
15 375
20 50

a. Calcula la razén de cambio.
b. ;Se puede afirmar que la variacién es
lineal? Justifica tu respuesta.

4 La siguiente tabla representa la relacion
entre dos variables, x ey

2 —2
5 7
10 12
12 28

4. Representa grificamente esta relacion.

b. Escribe la razén de cambio entre las
variables.

c. Escribe algebraicamente la funciéon que
modela esta relacion.

5 Un mévil se mueve durante cuatro segundos

a través de un riel recto, donde su posicién
de alejamiento de un punto de referencia
estd en funcién del tiempo. Los detalles
estin presentados en la siguiente tabla:

0 5
1 9
2 13
3 17
4 21




a. Encuentra la razén de cambio.

b. ;Como interpretas el valor anteriormente
obtenido?

. ;Se puede afirmar que en el iempo de
duracién del movimiento la distancia
varia linealmente con el iempo? Justifica
tu respuesta.

d. ;Cudntos metros ha recorrido cuando
han transcurrido 3.5 57

e. Considera el intervalo de tiempo
comprendido entre los 2 y 4 segundos.
¢Es posible calcular la razén de cambio y
obtener un valor diferente? ;Por qué?
Ahora bien, supongamos que el
movimiento contintia hasta los 10
segundos, con el mismo valor de la razén
de cambio que obtuviste en a.:

f. ;Se puede determinar a los cuantos
segundos de iniciado el movimiento,
estard a 41 m del punto referencia?

Casilda es una de mis compafieras mas
aventajada de clase. Con ella estibamos
completando la siguiente tabla que nuestra
maestra de Matematicas nos mostraba en el
pizarrén.

x| v |

bt [ A T =
[T

Teniamos que completarla usando la razdn
de cambio de valor % sabiendo que y varia

linealmente con x. Entonces ella cambid el

valor anterior por D'T?S, si tal como ustedes

ven, destacd el namero 1 en rojo, ¥y
reflexiond de la siguiente manera: -por

cada una unidad de aumento en la variable
X hay un aumento de 0.75 en la variable y,
por cada dos unidades de aumento la

variable x, hay un aumento de 1.50 en la
otra variable, y asi sucesivamente —se sonrio,
y dijo- lo mismo ocurre, por cada una
unidad de disminucién en la variable x,

también hay una disminucién de 0.75 en el
valorde la otra variable, de la misma manera
si se sigue disminuyendo. Ahora ti:

a. Completa la tabla, e indica si estas de
acuerdo o no con este criterio. ;Por qué?

b. Escribe la ecuaciéon que relaciona la
variable y con la otra variable.

c. Inventa una pregunta y da su respuesta,
tomando en cuenta toda la informacién
de este problema.

Después de observar una de las
fotocopiadoras automadticas de trabajo
continuo, Abel, un técnico especializado de
la empresa en este tipo de mdaquinas,
descubre que por un defecto de
funcionamiento, la produccién disminuye
en un nimero constante de fotocopias por
hora, arrojando 4 770 durante una hora de
funcionamiento en que esta fotocopiadora
presentd desperfectos. Si el tiempo de
funcionamiento es de 10 horas continuas,
el nimero de fotocopias se reduce a 4 500.

a. Escribe la razén de cambio que permite
conocer la produccién de fotocopias con
respecto a las horas de funcionamiento.

b. Interpreta el valor anterior y el signo
respectivo.

c. Escribe una ecuacién que relaciona el
namero de fotocopias P con respecto a la
cantidad de tiempo t, medido en horas.

d. Inventa una pregunta y da su respuesta,
tomando en cuenta toda la informacién
de este problema.

& Observa el aviso publicitario y responde:

a. Representa grificamente esta relacion.

b. Escribe la razén de cambio entre las
variables.

c. Escribe algebraicamente la funcién que
modela esta relacién, dejando como
variable y el valor del minuto y como
variable x el tiempo de llamada.

Telemovil

'or la temporada de verano su ntievo plan:
jllamado econdmico!

De un respire a sus finanzas y compruebe sus beneficios.

5 G
15 3 3.75 6.75

valoren $

9 José es estudiante de sicologia. Asiste a
una conferencia sobre dificultades de
aprendizaje dictada por un afamado doctor
en Psicologia y escucha lo siguiente:

Al hacer mi experimento de aprendizaje
con alguno de mis pacientes, que
involucraba la repeticién y la memoria,
llegué a estimar que la proporcién de p de
elementos recordados se relaciona
linealmente con un tiempo de estudio que
asigne a cada uno. Este tiempo lo llamé
tiempo efectivo ¢, donde t varia entre los
5 y 9 minutos, Fara un tiempo de estudio
efectivo de 5 minutos, la proporcion de
elementos recordados fue, en promedio de
0.32. También me di cuenta que por cada
minuto mas en el tiempo de estudio, la
proporcién recordada, aumentaba en
0.059. Asi estimados asistentes determiné
que tal relacion es p = 0.059¢t + 0.025

Entonces les puedo relatar que la proporcién
de elementos recordados que se estimada
con 9 minutos de tiempo efectivo de estudio
es mds de 0.5

Conforme a lo que has escuchado junto a

Filipo:

a. ;Es correcta la relacién entre p y ¢7
Justifica matematicamente tu respuesta.

b.;Por qué en la ecuacién anterior,
necesariamente aparece el valor 0.059?
(Cudl es su interpretacion?

c. ;Es correcta la aseveracion acerca de la
proporcion de elementos recordados con
nueve minutos de tiempo efectivo de
estudio?

Indicadores

Criterios de evaluacién de logro

LA

Puedo explicar qué es una
razon de cambio.

Puedo explicar para qué sirve calcular una
razon de cambio.

Puedo explicar qué representa una razon de
cambio para dos variables que se relacionan
mediante una funcién lineal.

Entendf los ejercicios resueltos.

Pude desarrollar correctamente los
ejercicios propuestos.

Si obtuviste todos los indicadores (+),
ifelicitaciones!; si obtuviste algunos signos
(+/-) y (=), realiza un esquema con los
conceptos no adquiridos en el que definas con
tus palabras qué es una razén de cambio y
entregues ejercicios con su resolucion.
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Analisis y representacion de datos

e e S

|« Medicign de la dispersién
de un conjunto de datos
mediante el promedio de
las distancias de cada dato
a lamedia (desviacion
media).Andlisis de las
diferencias de la “desviacion
media” con el “rango” como
medidas de dispersidn.

Lee el relako que te presentamos:

En México, y en el mundo probablemente, uno de los deportes mas
populares es el fatbol. En México, las estadisticas reportan al fitbol como
el deporte mds popular seguido por el basquetbol. Atin siendo el deporte
mds popular, México sobresale en otros deportes como el box o la lucha
libre. A continuacién te mostramos las preferencias de los mexicanos en
los distintos deportes segiin su popularidad.

% MEXICANOS A LOS QUE LES GUSTAVER,
DEPORTES JUGAR O ESTAR ENTERADO DE...

Futbol 578 (Nedo et WisT At ant
- Box 319 297 339 398 441
3 Beisbol 32.8 26.6 30.2 31.6 29.4
3 . :
%# Basquetbol atsl| N acs ol A0 ol gl s s

= :
Futbol americano  21.4 18.2 17.0 20.3 18.0

_ Golf 9.6 85 6.2 10.0 6.4

Y para comenzar...

1. Segin los datos de la tabla, ;cudiles deportes han aumentado su
popularidad a través de los anos y cudles la han disminuido?

2. Calcula el valor de la media para el Golf y para el Fatbol, y comparalas.

En parejas realicen las siguientes actividades:

1. A partir de los datos de la tabla, calculen la media de cada deporte a
través de los afios y compdrenlas entre si.

2. Establezcan dos conclusiones a partir de los valores obtenidos para el
valor de las medias de cada deporte. Justifiquen su eleccién y en una
puesta en comin, compartan con el resto de la clase sus conclusiones.

Para ampliar los conocimientos sobre la media de un conjunto de datos y
la informacién que nos entrega es necesario que comprendas muy bien
este concepto.

Desviacién media y rango

Pamela observé los resultados de las encuestas que ella y una de sus
companeras, Viviana, hicieron para la tarea de su clase de Matematicas.
Ambas decidieron estudiar el comportamiento de los nifios menores de
10 anos en relacion con las horas de television que veian diariamente.
Observa sus resultados:

Horas de televisién = =
Niamero de nifios Nimero de nifios
35

a—

1
2 42 78
3 15 2
4 5 3
5 3 2 |

Los cdlculos que hicieron Pamela y Viviana sobre la media de sus
muestras fueron los siguientes:

Pamela:
_1-35+2-42+3-15+4-54+5-3 199 _
s 100 =g — 192
Viviana:
1:1542-784+3:24+4-34+5-2 199
R= 100 = ghp ==F

Como ves, ambas obtuvieron la misma media para sus muestras y ambas,
por supuesto, concluyeron que los nifos encuestados no veian mucha
television, ya que 2 horas diarias era un cantidad razonable. Pamela
pensd, entonces, que los dos grupos de nifios se comportaban de la
misma forma en relacién con el hecho de ver televisién.

;Crees que basta el valor promedio o media para concluir en este caso?
Segin tu opinidn, jel comportamiento de ambos grupos de nifios es el
mismo cuando se trata de las horas que ven television?

Tal como lo has pensado, ambos grupos de nifios se comportan de
manera distinta en relacién con las horas que dedican a ver televisién y
el promedio no es suficiente para concluir sobre este punto. Como ya
has visto, las muestras son distintas, sin embargo, el valor de sus medias
es el mismo. Si te fijas bien, en el grupo de Pamela hay un 15% de la
muestra que ve 3 horas de television, en cambio, en el grupo de Viviana,
los nifios que ven 3 horas de television son solo el 2%. Lo que, por
supuesto, hace diferencia.

Entonces, ;qué otros elementos ayudan a describir mejor una muestra?
Existen los llamados estadigrafos de dispersion. Ellos nos dan informacién
sobre el grado de dispersion de la muestra, es decir, sobre cémo se
distribuyen los datos. Es distinto, como ya lo viste, que la mayoria de los
datos se aglutinen en torno a un valor o que se distribuyan de manera
mds homogénea entre los distintos valores de la variable en estudio.
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En esta seccién estudiaremos dos de los estadigrafos de dispersién que
existen. Ellos son:

Rango

El rango de una muestra es la diferencia entre el mayor y el menor valor
de la muestra. Aunque el rango nos da informacién sobre cudn distantes
pueden estar los datos, no siempre es la mejor medida para la dispersién
de ellos.

Por ejemplo, si observamos las muestras anteriores, te dards cuenta que
para ambas el menor valor es 1 y el mayor es 5, por lo tanto, su rango serd:
Rango=5-1=4

Es evidente que solo con este valor no podremos asegurar que los valores
de ambas muestras se distribuyen de la misma manera.

Ahora, observa bien. Supongamos que tenemos otro grupo de nifios con el
siguiente comportamiento frente a las horas que dedican a ver televisién:

Horas de televisién Nimero de nifios

1 26
2 49
3 25
4 0
5 0

En esta muestra tenemos que:
o 1-264+2-494+3-254+4:0+4+5-0 _ 199 _ 499
= 100 To100 ¢

Rango =3 — 1 =2 (nota que no existen valores mayores 3, ya que no hay
nifios que vean 4 o 5 horas de televisién).

En este caso, aun cuando la media sigue siendo igual que en las muestras
anteriores, el rango es menor. Esto quiere decir que en este iiltimo caso los
valores claramente se concentran entre 1y 3 horas, por lo tanto, los valores
de esta muestra estarian menos dispersos que en las otras dos.

Claramente, necesitamos otro valor que nos ayude a determinar la
dispersién de los datos para poder concluir con mayor exactitud.

- Habilidades a desarrollar: determinar.

La siguiente informacién proviene de una encuesta realizada a 25 familias, y
corresponde al nimero de personas que trabajan en cada familia:

0 2 2 4 4

PO (i Y
WS e W
[ I S

3
1
1
5

[ S SR S

Determina el rango.

Desviacion media

Pensemos un instante. ;Qué es la media?, ;cémo crees ti que se
encontrardn los datos con respecto a la media si ellos son muy dispersos?,
¢y si son muy homogéneos?

Sibien la media es un valor representativo, también cambia rapidamente
si hay valores extremos en la muestra. For eso es importante ver qué tan
distantes estdn cada uno de los valores de la muestra.

En matemadticas medimos la distancia que hay entre un nimero y otro
con el valor absoluto de la diferencia entre ellos (recuerda que las
distancias deben ser positivas).

En una muestra nos interesard determinar cudn alejado estd cada valor
de la muestra del promedio. Entonces, llamaremos desviacion media
(DM) al promedio de los valores absolutos de las diferencias entre cada
dato de la muestra y el promedio. Asi:

Xy = K|+ Xy — K| + | Xy = K+ oo +[X, — X|

DM = i

donde x,, x,, X5, ...x, son los datos de la muestra y n es el tamafio de
la muestra.

{Qué significa esta férmula? Piensa en lo siguiente: cuando tenemos los
datos ordenados en una tabla y sabemos que la frecuencia del dato 1 es,
por ejemplo, 30, deberiamos hacer |1 — x| y sumarlo 30 veces, lo que es
muy tedioso. Entonces es mads sencillo calcular dicha diferencia y
multiplicarla por 30.

Nota que mientras mas cercano a 0 sea este valor, mds homogénea serd
la muestra. Es decir, los datos se encontrardn mas cercanos al promedio.

Calculemos la desviacién media para los tres grupos de nifios estudiados
anteriormente:

Para la muestra de Pamela:

1-199(-35+412~199|-424|3-199/-15+414~-199|-5415-1.99|.3

PN = 100
. 099-35+001-424+1.01-15+201-543.01-3
DM =
100
_ 693_
DM = £33 - 0693

Para la muestra de Viviana:

1-199/-154+(2—-199(-78+(3-199(-2414-199/.34+|5-1.99]-2

DM =

099-1540.01-78+1.01-24+2.01-3+4+3.01-2
100

DM =

2N
DM = 100 = 0.297

Nalorabsoliito: ¢! valor absoluto de un nimero es la distancia que hay entre este nimero y
el cero en la recta numérica. Por lo tante, siempre es positivo. El valor absoluto del nimero
X se denota como: | X

100 100
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Para el dltimo grupo:
1-1991-26412 —1.991.49 413 —-1.99]-25

Dl 100
09926+ 0.01-49 + 1.01- 25

DM = 100

pm=3148_ 5148

100

5i comparamos las muestras de Pamela y Viviana, que tienen el mismo
rango, podemos decir que la de Viviana es mas homogénea. Es decir, los
valores de la variable en la muestra de Viviana se concentran cerca del
valor 2 (recuerda que 1.99 es la media), ya que su desviacion media es
menor que la de la muestra de Pamela.

Las muestras de Pamela y Viviana no son fdcilmente comparables con
la tercera muestra estudiada, ya que no poseen el mismo rango.
Sin embargo, 0.5 es atin un valor pequeno (recuerda que el minimo valor
que puede tomar la desviacién media es 0 y que no hay un valor mdximo
para ella), por lo tanto, podriamos decir también que no hay mucha
variacién entre los datos y la media, considerando el rango que es 2, la
media que es 1.99 y que los valores de la variable se mueven entre 1 y 3.

PROBLEMAS RESUELTOS

1. Con la siguiente férmula se desea calcular el valor de la DM, pero no se
conoce toda la informacion:

DN i e e

a. ;Cual es el tamano de la muestra? (dato faltante en la férmula)
b. ;Cudl es el valor del rango?
¢. ;Cudl es el valor de la DM?

SOLUCION

Procedimiento

a. Si te fijas en la férmula, cada valor absoluto estd multiplicado por la
frecuencia de ese dato, asi, construiremos una tabla con los valores
dados en la férmula, de modo que te resulte mds ficil analizar
esta situacion.

2 1
6 2
7 6
4 9
1 8

A partir de los datos, el tamaino de la muestra serd:
2464+74+44+1=20

b. En este conjunto de datos, el mayor valor corresponde a 9 y el menor
valor corresponde a 1. De esta manera: Rango=9—-1=38

c. 5i completamos la férmula dada con el tamaiio total de la muestra,
tendremos:

DMm—2:I1=51+6:12-5147-16-5+4-19-51+1-18=5l _,¢

2. La empresa en la que trabaja Clara hizo una encuesta sobre la higiene
bucal en nifios, jévenes y adultos de la ciudad de Colima. Para ello
encuestaron a 200 personas de cada una de las categorias antes
mencionadas y les consultaron cudntas veces al dia se lavan sus
dientes. Los resultados fueron los siguientes:

Nimero de lavados Nifios Adultos
26 113 15

1

2 88 54 109
3 51 21 67
4 35 12 9

Clara debe determinar cudl es la muestra con datos mds homogéneos
y escribir algunas conclusiones. ;Podemos ayudarla?

SOLUCION

Procedimiento: Muy bien, como verds, las tres muestras tienen igual
rango, que es: rango =4 — 1 = 3. Calculemos, entonces, la media y la
desviacién media para cada una de las muestras:

Para los nifos:
¢ 1:26+2-88+3-51+4-35_ 495

X 500 = m:Z.@?E%E.S
|1 —-25/-264+2—25|-884+13 —2.5|-51+14—2.5]-35
DM =
200
_ 15:26+05-88+05-51+15-35_ 161
DM = 200 = 200—0.805
Para los jovenes:
_ 1-113+42-54+43-214+4-12 332 . ...
. 200 =2 =1 8ama
11-171-113412-17/-54413-1.7/-21414-17]-12
DM =
200
_ 07-113403-54+13-21423-12_ 1502 _
DM = 200 = 500 =0.751

Para los adultos:
. 1-15+2-109+3-67+4-9 470 _ 935,94

200 = 200
123115412 ~231-100 413 — 2.31:67 4 14 —~2.31-9
DM = 200
 13-15+03-108+07-67+17-9 1144
DM = s =144 _ 05702

Tema 5+ B4
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Podemos decir entonces que los adultos son los que presentan un
comportamiento mds parejo u homogéneo. Esto es, que los valores estin mds
cercanos a la media que en los otros grupos. En este caso, de 2 lavados por dia.

Comprueba tus conocimientos Tema 5

Podemos decir que el grupo de los jévenes presenta una desviacién I. Completa cada una de las siguientes CLASE de Mariana
media un poco mayor que la de los adultos, por lo que el comportamiento afirmaciones segiin corresponda. 68 84 82 68
de 1(:15 jévenes seria menos homogéneo ;ntr? e]los_, siendc-l el pdromedin de 1 El y la 73 79 73 60
lavados entre 1 y 2, con una mayor tendencia hacia los 2 lavados. dan informacion de como se distribuyen 61 65 75 87 74 62 95 78 63 72

En cambio, el grupo de los nifios, que presenta una desviacién media los datos. 66 78 89 75 94 77 €9 74 68 60
mayor, se comporta menos homogéneo. Si bien su media es 2.5, entre 2 y CLASE de Marcia
3 lavados diariamente, existe una mayor variedad en la conducta de
G PO : 96 78 67 61 75 95 60 79 83 71
impieza bucal, probablemente influida por los padres y los hdbitos que

79 62 73 97 78 85 76 65 71 75

2 El rango de una muestra se calcula como

ellos desean formar en sus hijos al respecto. 3 Aunque el rango da informacién sobre cuin
distantes pueden estar los datos, una de las 65 62 82 |57 B8 78 62 76 53 T4
L Para investigar mas sobre este tema puedes visitar el siguiente link. dificultades que presenta es que B6 80 73 B1 72 63 76 76 8B5S 77
| Recuperado, marzo 5, 2013, de: hitp://pendientedemigracion.ucn.es/ El director les ha mostrado los resultados y
I vawwe,. inifo/genetica/Estadistica/estadistica_basica%202.him iia les ha dicho que, de acuerdo a los

corresponde al promedio de los valores conocimientos adquiridos, deben elaborar

Y para finalizar...

En grupos de cuatro integrantes, contesten las preguntas que se formulan,
segtin la siguiente informacién:

Se desean instalar pequefos centros de albergues turfsticos en las
cercanias de unas famosas ruinas histéricas. Fara evitar el impacto
ambiental de cualquier indole hacia ellas, la comisién encargada estd
analizando dos propuestas que indicarfan las distancias en que debieran
situarse dichos centros de las mencionadas ruinas.

absolutos de las diferencias entre cada dato
de la muestra y el promedio.

IL. Resuelve los siguientes ejercicios.

1 La tabla que se presenta a continuacién

corresponde al namero de pacientes
atendido por cierto centro de urgencias de
Tabasco durante el mes de mayo del 2013,
conforme a las edades que ellos tenfan:

un informe que contenga, ademads de los
promedios, la cantidad de alumnos que
reprobaron y el nimero de alumnos
destacados.

Ahora ayuda ti a los alumnos de esta
escuela y ademds determina:

a. Los valores del rango en cada muestra.
b. Conforme a los valores de los rangos, da

una estimacién de qué tan variables

La primera de ellas es la llamada Propuesta Azul. Sugiere que los cuatro estuvieron los resultados en cada clase.

primeros centros debieran ubicarse a: 14.7; 7.9; 5.2 y 3.2 km, en linea recta : Sl c. Obtén cada desviacion media.

y hacia el Norte de tales ruinas. Ahora bien, en sentido contrario, a 2.3; Menores de 10 afios 7 17 d. ;Cual de los cursos tuvo un rendimiento

6.7; 8.8 y 13.2 km los restantes. De 10 a 20 afios inclusive 16 14 menos uniforme?

Andlogamente, en la Propuesta Roja, se indicaria que dichas instalaciones :‘;ﬁr::i‘:,iizi:m 32 13

turisticas de los primeros centros debieran estar a: 12.6; 11.2; 5.5 y 1.7 km, en Criterios de evaluacién ddiogio

linea recta y hacia el Norte de las ruinas; y a 2.5; 5.9; 7.2 y 15.4 km, los segundos. Mayores de 40 hasta 49 25 +/— -
60 afios inclusive Soy capaz de explicar qué es el rango

El criterio de seleccién sefiala que debe ser elegida aquella propuesta, tal que Mayores de 60 hasta de una muestra.

el conjunto de sus albergues esté lo mds distante posible de las famosas ruinas. 80 afios inclusive zs 2 Soy capaz de explicar qué es la desviacion

media de una muestra.

1. Uno de los integrantes de la comisioén sugiere simplemente optar por
aquella propuesta que senale, la distancia mayor entre si, de los
albergues que se hallan mads lejos de las ruinas.

a. ;Qué opinan a este respecto?
b. ;Cudl de ellas elegirian? ;Por qué?

a. Indica el valor del rango Soy capaz de establecer conclusiones a partir
del rango y la desviacion media

b. ;Cuadl es el valor de la DM? de una muestra.

; y Entendf los ejercici It
2 El director de la escuela adonde asisten e:t: sem;:]emﬂus aantel

. " , . Marcia y Mariana estd ansioso por saber el p e desarrollar correctamente los ejercicios
2, Escojan cualquiera de estas propuestas y cambien las posiciones de informe final del test regional de  yesyeltosen esta seccion.
dos albergues de ella, de tal modo que notoriamente cumpla el criterio, Matemiticas que rindieron los dos cursos
frente a la otra. de tercero de secundaria. Sabe que la escala
3. Hagan su propia propuesta de manera competitiva con los otros grupos es de 0 a 100, con un minimo de aprobacién
de tu clase. Pueden sugerir ademads, un segundo criterio de seleccion de 70. Los resultados fueron los siguientes:
{por ejemplo que las dos mds cercanas a las ruinas, la mds cercana hacia
el Norte y la mas cercana hacia el Sur, estén lo mds lejos posible entre si).

@ D

Si obtuviste todos los indicadores (+),
jfelicitaciones!; si obtuviste algunos signos
(+/-)y (=), realiza un resumen conlos conceptos
de rango y desviacion media.



Sintesis Bloque 4

A continuacion se presenta un mapa conceptual que resume las ideas mas importantes que se han

presentado en este bloque. Debes completarlo con los conceptos mds importantes abordados.

dzinsd Son de la forma: Las _ a
IIEESHJlﬂES 2
cuadrdticas . 3 -
son constantes.
—— Cue[pqs cono cilindro esfera
qeométricos

: v

y

Se genera por la
rotacién de rotacién de

Se genera por la

Se genera por la
rotacién de

Y A

4

Su desarrollo Su desarrollo
plano es: plano es:

Su desarrollo
plano es:

Medida — Para la recta y = mx + n y ot dngulo que la recta forma con el eje x
T
¥ ¥ ¥
m>0: m=0: m < 0
v | ¥ ¥ )
Para el tridngulo: = cos = =
al L
b

Proporcionalidad y Razén de cambio es

funciones

En una funcién lineal es igual a

Rango de una muestra es

Y

hd

A d

Anilisis de datos

Desviacién media de una

muestra es

Comprueba tus conocimientos Bloque 4

I. Completa cada una de las afirmaciones siguientes
segiin corresponda:

1 El término general de una sucesion es de la
forma si las segundas
diferencias entre sus términos son constantes.

2 Al girar un tridngulo rectangulo sobre su
hipotenusa, se generan

3 En un tridngulo rectingulo, el seno de uno
de sus dngulos agudos se define como

4 La razén de cambio de dos variables que se
relacionan linealmente corresponde a la

de la recta que las representa.

5 El estadigrafo que representa el promedio de
las distancias de los valores de la variable con
respecto a la media de la muestra se llama

I

.Resuelve los siguientes ejercicios:

1 Para cada una de las siguientes sucesiones,
encuentra el término general y la suma de
los términos quinto y sexto:

129 8

AT

b.4.5,18,405,72,...

d.

2 Una recta forma un angulo de 135° con el eje
de las abscisas y pasa por el punto (0,4}, ;Cual
es la funcién a la que representa la recta?

: 2
3 Siseno= 7, encuentra el valor de cos o y tg ot

4 El maestro de Emilio les entregé diferentes
cuerpos geométricos y les pidié que dibujen
la figura que los generd por rotacion sobre un
eje y que marquen dicho eje en cada una de
ellas. Te mostramos en la figura 4.38 los
cuerpos. jFuedes ti también responder las
interrogantes hechas aqui?

Figura 4.38

5 El banco donde trabaja Joaquin decidio
lanzar al mercado un nuevo tipo de crédito
de consumo. Los datos recopilados hasta el
momento indican que el 1" mes se han
captado 100 clientes, el 2° mes, 110, el 3*
mes, 120 y se espera que el comportamiento
de captacién siga el mismo patron. Joaquin
debe responder algunas preguntas que su
jefe le ha hecho. ;Lo puedes ayudar? Te
dejamos aqui las preguntas:

a. jCudl es la razén de cambio entre los
meses: 2°y 1°y 3° y 297

b. ;Qué funcion modela la captacion de
clientes en relacion con el tiempo?

¢. ;Cudl es la gréfica de esta funcién?

6 Amanda debe hacer un trabajo para su clase
de Matemadticas. Ella, junto con su grupo,
decidié investigar sobre el consumo de
cigarrillos en personas adultas. Para ello
encuestd a personas de su vecindario y los
datos los presentd en la siguiente tabla:

N° de cigarrillos consumidos diariamente |

2 20
3 35
4 12
5 27
6 8
7 10

Tal como lo hizo Amanda y sus companeras,
ahora ti determina:

a. El rango de la muestra.
b. La desviacion media de la muestra.

¢. Al menos 3 conclusiones acerca de la
muestra.



B4  PISA

1 Dado el siguiente grifico, que muestra la preferencia por 5 tipos de bebidas gaseosas dentro de una
poblacién determinada, responde las preguntas que a continuacién se plantean:

v Prlcfcrencu

n' de personas

A oW b th 4 @ o =
== % ¥ 22 2 2 8 2 B

de fipog de bebida
| |

38

|
|
|
|
|
i
|
1
|
|
|

70

o

A

Ve

3

4

Tipos dé bebidas

a. ;Qué puedes concluir a partir del cilculo de la media de esta muestra?

b. ;Es la desviaci6n media una medida segura para determinar el comportamiento de la poblacién?

¢. ;Qué podrias concluir acerca del comportamiento de la muestra en cuanto al consumo de la

bebida del tipo 12

2 El cuerpo de la figura 439 se ha generado a partir de una rotacién. Responde las siguientes
preguntas:

N

Figura 4.39

a. Dibuja la figura plana a partir de la cual se generé este cuerpo.

b. ;Cémo podrias construir un cuerpo como este usando una cartulina?

<. ;Dénde crees y para qué se podrdn usar cuerpos como este?

212

Evaluandonos

Autoevaluacion

Realiza esta autoevaluacion sobre tu desempeiio
en este bloque, de manera responsable y
honesta, pues esta informacién te ayudard a
remediar y mejorar tu desempefio.

logré | mejorar |

Obtencidn de una expresién general
cuadratica para definir el enésimo
término de una sucesién.

Andlisis de las caracterfsticas de los
cuerpos que se generan al girar sobre
un eje, un triangulo rectangule, un
semicfreulo y un rectangulo.
Construccidn de desarrollos planos
de conos y cilindros rectos.

Andlisis de las relaciones entre el
valor de la pendiente de una recta, el
valor del dngulo que se forma con la
abscisa y el cociente del cateto
opuesto sobre el cateto adyacente.

Andlisis de las relaciones entre los
angulos agudos y los cocientes entre
los lados de un tridngulo rectangulo.

Explicitacién y uso de las razones
trigonométricas seno, coseno y
tangente.

Cileulo y andlisis de la razén de
cambio de un proceso o fendmeno
que se modela con una funcién
lineal. Identificacién de la relacién
entre dicha razén y la inclinacién o
pendiente de la recta que la
representa.

Medicion de la dispersién de un
conjunto de datos mediante el
promedio de las distancias de cada
dato a la media (desviacién media).
Andlisis de las diferencias de la
“desviacién media” con el “rango”
como medidas de la dispersién.

Heteroevaluacidn
Pidele a un companero que valore si:

s -
mejorar

En las actividades grupales participé
activamente.

Me expresé de manera clara y precisa
cuando tuve que exponer ante el
resto de la clase.

Mi participacion grupal fue de gran
valor.

Escuché atentamente y respeté
siempre la opinidn de mis pares.

Incorporé las sugerencias, tanto de
mis compareros como de mi
maestro, en mi desempefio
individual y grupal.

Heteroevaluacidn

Requiere a tu maestro que valore tu desempeiio,
entregdndote estrategias para mejorar en el caso
que resulte pertinente.



* Resuelve y plantea problemas que involucran ecuaciones
lineales, sistemas de ecuaciones y ecuaciones de sequndo grado.

* Resuelve problemas que implican calcular el volumen de
cilindros y conos o cualquiera de las variables que intervienen
en las formulas que se utilicen. Anticipa como cambia el
volumen al aumentar o disminuir alguna de las dimensiones.

* Lee y representa, grifica y algebraicamente, relaciones lineales
y cuadraticas.

* Resuelve problemas que implican calcular la probabilidad de
eventos complementarios, mutuamente excluyentes e
independientes.

Estudiaras en este bloque:

Tema 1: Patrones y ecuaciones

* Resolucién de problemas que implican el uso de ecuaciones
lineales, cuadriticas o sistemas de ecuaciones. Formulacidon de
problemas a partir de una ecuacién dada.

Tema 2: Medida

» Analisis de las secciones que se obtienen al realizar cortes a un
cilindro o a un cono recto. Calculo de las medidas de los radios
de los circulos que se obtienen al hacer cortes paralelos en un
cono recto.

* Construccion de las formulas para calcular el volumen de
cilindros y conos, tomando como referencia las formulas de
prismas y piramides.

* Estimacion y calculo del volumen de cilindros y conos o de
cualquiera de las variables implicadas en las formulas.

Tema 3: Proporcionalidad y funciones

= Analisis de situaciones problematicas asociadas a fendmenos de
la fisica, la biologia, la economia y otras disciplinas, en las que
existe variacion lineal o cuadratica entre dos conjuntos de
cantidades.

Tema 4: Nociones de probabilidad

» Analisis de las condiciones necesarias para que un juego de azar
sea justo, con base en la nocién de resultados equiprobables y
no equiprobables.

e,
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Bloque 5




B5 ¢ Tema 1

Patrones y ecuaciones

‘Estudiards en este tema

* Resolucion de problemas
que implican el uso de
ecuaciones lineales,
cuadréticas o sistemas
de ecuaciones,

+ Formulacitn de problemas a

partir de una ecuacidn dada.

En grupos de no mis de bres integrantes resuelvan In siguiente actividad:

En una fibrica de juegos de mesa, se quiere confeccionar un tablero
rectangular. Para tal efecto, se dispone de un cartén cuyas medidas de sus
lados se desconocen, pero se sabe que la medida de su contorno es de
174 ¢m, ademads, se sabe que la medida de su largo es el doble de la
medida de su ancho. En la figura 5.1, se muestra un esquema de lo anterior
en el que se ha llamado x al ancho del rectingulo e y a su largo:

Y

Figura 5.1

Y para comenzar...

1. ;Se puede resolver este problema a través de un sistema de ecuaciones?
Justifica.

2. Verifiquen y determinen las medidas de los lados del tablero y
comprueben su respuesta.

Realicen los siguientes ejercicios:

1. Considerando ahora que el cartén disponible tiene forma cuadrada, y
que la medida de su area es la misma medida que tenia el rectingulo
del ejercicio inicial. ;Qué tipo de ecuacion es la que deben resolver?
Justifiquen y determinen la medida del lado del cuadrado.

2. 5i se desea innovar y construir un tablero circular de modo que la
medida de su didmetro sea igual a la medida del lade del cuadrado
recién determinada, jes correcto el calculo que realizaron los disefiadores
de 5049 cm’ de area? Expliquen.

3. Comprueben si los siguientes procedimientos utilizados para resolver
las ecuaciones que se plantean, son correctos o erréneos. De ser erréneo,
indiquen donde se encuentra el error y escribanlo correctamente:

1.3x—5(x—3)=2x+6
3x—5x—15=2x+6

(desarrollamos los paréntesis)

—2x—15=2x+6 [—2x+15
—4x=21 fi—4
Xx= —3—1

2xZx—4)4+3x—2=2x4x+ 1) (desmrollmmos los paéntesis)
23 —4x +3x —2=8x*+ 2x

2 —x—2=8x+2x J—8x*—2x

—6*—3x—-2=0

Esta es una ecuacién cuadridtica, por lo tanto, podemos resolverla
usando la férmula general de las ecuaciones cuadriticas. Asi:

a= —-6,b= -3yc= -2

y— =D V= dac

- 2a

g Si=VE—3F-&.-6--2 3+/9-48_3++ -39
. 2- -6 e

Como la cantidad subradical de la raiz es negativa, entonces la ecuacién
no tiene solucién.

3.3x—9% =12
2% + 5y =20
Este es un sistema de ecuaciones lineales. Para resolverlo, multiplicamos
cada uno de los miembros de las ecuaciones, de manera que los
coeficientes numéricos de una de las incognitas sean uno el inverso
aditivo del otro. Luego sumamos término a término y podremos
encontrar el valor de la otra incégnita. Finalmente, remplazamos en

cualquiera de las ecuaciones del sistema para encontrar el valor de la
incognita faltante.

3x—9y=12| /-5
2x+5y=20] /-9
15x — 45y=60|
18x -+ 45y = 20

33x =80 33
_ 80
=T
Remplazando en 2x + 5y = 20:

80, o _
253+ 5y =20

160, o 160
2% sy=20 /-3¢
=200 /5

—500_ 100
Y65 33
Te preguntards para qué sirve resolver todas estas ecuaciones y sistemas
de ecuaciones. A través de este curso ya hemos aplicado algunas de estas
ecuaciones en la resolucién de problemas. Ahora vamos a profundizar un
poco mads en este tema y para ello es necesario que diferencies cada tipo
de ecuacién y conozcas la manera de resolverlas.

Tema 1+ B5




B5 ¢ Tema 1

Resolucion de problemas de planteo

La mama de Josefina era maestra de Matematicas y siempre practicaba
con ella algunos juegos matematicos. Esta vez, como Josefina estaba
estudiando ecuaciones, quiso jugar con ella a resolver algunos problemas
e inventar otros.

Pero antes de resolver pmblemas, su mama le explico que debia aprender
a traducir a lenguaje algebraico algunos enunciados. Observa el siguiente

cuadro. En él encontrards aigunas formas de traducir enunciados tipicos:

Lenguaje verbal Lenguaje algebraico

Un ndmero cualquiera X oy, en general cualquier letra
Un ndmero par 2x
Un nimero impar 2x+1
El sucesor de x x+1
El antecesor de x x—1
Dos pares consecutivos 2xy(2x+ 2]
Dos impares consecutivos (2x+1ly(2x+3)
El doble de un ndmero 2x
El triple de un nimero 3x
La mitad de un nimero %o%x
La tercera parte de un ndmero 1;-— %x
Un niimero de dos cifras, donde d es la cifra 10d+u
de las decenas y U la cifra de las unidades
El producto de x e y X-y
El cociente entre X e ¥ J,E
El exceso de X sobre y X—y
X
Elx% dey 100 Y

€0: lenguaje que utiliza letras en combinacién con signos y nidmeros.
En este Eungu:l]e las letras son tratadas como numeros en operaciones y propiedades.

Tema 1+ B5

Traduzcamos ahora algunos enunciados:

1. El doble del antecesor de y aumentado en 12 unidades:
2(y—1)+12

2. El exceso del triple de un niimero sobre el cuadrado de dicho nimero:
3x - x*

3. El 23% del triple de un nimero par:

23
oo 3 (&%)

4. Las manzanas de la cesta de Maria son igual a un tercio de las naranjas
que hay en ella. Entre ambas clases de fruta hay 40 unidades. 5i
llamamos m al nimero de manzanas y n al nimero de naranjas,
podemos establecer la relacién entre cantidad de manzanas y cantidad
de naranjas de la cesta como m=2n, y luego escribir la ecuacién que
representa la cantidad de frutas en la cesta en término de una de las
variables, en este caso, solo en términos de n. Escribela y verificala con
tu maestro.

La mama de Josefina le dijo a su hija que haria una pregunta y que ellala  Recuerda yregistra...

respondiera. Luego, Josefina harialas preguntas y sumamalas responderia. (4 acyaciones aprendidas
Mira los problemas que resolvieron. hasta ahora sirven para
resolver un sinfin de
1. 5i un ndmero impar lo multiplicas por 5 obtendras 1505, ;Cudl es problemas, pero para
el niimero? ello, antes debes traducir
el problema a lenguaje
Recuerda que un nimero impar se escribe 2x + 1, entonces, pc—demos algebraico.
traducir el enunciado del problema como:

(2x+1)-5=1505

10x + 5=1505 /=5
10x = 1500 /:10
x=150

For lo tanto, reemplazando en 2x +1=2-150 + 1 =301
Asi, el nimero buscado es 301.

(Podemos comprobar que esto estd correcto? Pues si. Multiplicamos por
5 el nimero 301 y deberiamos obtener 1 505. Veamos:

5.301 = 1505. Por lo tanto, 301 es el niimero buscado.



B5¢Tema 1

2. Si al cuadrado de cierto nimero disminuido en 5 se le resta el doble del
numero se obtendrd 133. ;Cudl es el nGmero?Llamemos x al namero
buscado, entonces, podemos traducir el enunciado como:

(x— 5P —2x=133

¥ —10x+25-2x=133

x—12x+25=133 /—133

¥—-12x-108=0 Aqui: a=1,b= -1Zyc= -108

i St Vbt —dagc_ —(—12)++/127—4-1- —108_ 12 + /144 + 432
- Za - 2.1 - 2

_ 12++/576 12 £24

i 2 -2

_124+24_ 36 _ _12-24_ -12_ _

-"'1—““—'“2 _2_180.»:2_ 5 -y [

¢Seran ambos niimeros los resultados correctos? Verifiquemos.

Si x = 18, entonces, este niimero disminuido en 5 es 13 y su doble serd
36. Por lo tanto, si al cuadrado de la primera cifra se le resta el doble del
ntmero, se tendri: 13° — 36 = 169 — 36 = 133.

Si x= —6, entonces, este nimero disminuido en 5 es —11 y su doble
serd —12. Por lo tanto, si al cuadrado de la primera cifra se le resta el
doble del ntimero se tendra: (=112 - (—=12)=121 + 12 = 133.

Ambos nimeros son solucién del problema. Asi, los niimeros buscados
son 18 y —6.

3. Mario ha querido regalarle a su novia un buen presente de aniversario.
El ha cotizado y para comprar tres pantalones y dos pares de zapatos
debe gastar 5 2 975. En cambio, si compra 2 de los mismos pantalones y
3 pares de los mismos zapatos gastard $ 2 715. ;Cudl es el valor de cada
pantaldn y cada par de zapatos?

Llamemos x al valor de un pantalén e y al valor de un par de zapatos.
Entonces, podemos escribir las ecuaciones siguientes (nota que como
tenemos dos incognitas, entonces necesitamos dos ecuaciones para
formar un sistema de ecuaciones):

3x+2y=2975| /-2
2x+3y=2715| /-3
—6x — 4y = —5950
6x + 9y =8 145

(stassrndo Wermtino o ténmmo)

5y=2195 1i5
y=439

Reemplazando en la ecuacién 3x + 2y = 2 975, se tiene que:
3x+2-439=2975

3x+878=2975 /-878

3x=2097 /3

x=699

Por lo tanto, cada par de pantalones cuesta $699 y cada par de
zapatos, $439.

4. El terreno rectangular donde Dona Ignacia debe construir su nueva
plantacién tiene por perimetro 342 m y por drea 7220 m:
;Cudntos metros de largo tiene el terreno?

Bosquejemos el terreno (figura 5.2):

X
Figura 5.2

Si su perimetro mide 342 m, podemos escribir que 2x + 2y = 342 y, por otro
lado, si su drea mide 7 220 m?, podemos escribir que x - y =7 220.

Sidelaprimeraecuaciéndespejamos unadelasincégnitas ylaremplazamos
en la segunda ecuacidn, tendremos que:

2x+2y=342 = 2i=342-2y = x=171-y
Remplazando en x - y = 7 220, tendremos que:

(171 =y)-y=7220

171y —y2=7220

0=y"—171y+7220. Aqui,a=1,b= —-171,c¢=7 220

—b+vb? —4ac_171+V(—1717 —4-1-7220_ 171 + /29241 —28880

y= Z2a - 7.1 2
171 +/361_ 171 + 19
2 ==
J’==1?12+ 19=l1_§_g 95 b 1712— 19_ _1_;_2_ o

Paray, =95 se tiene que x, =171 - 95=176
Paray, =76 se tiene que x, =171 — 76 = 95

De los resultados anteriores, ;cudl es el resultado correcto? Justifica
basdndote en la asignacién de las variables x e y en la medida de los lados
del terreno.

En el siguiente link, encontrards el planteo de sistemas de ecuaciones
a partir de un problema, recuperado, noviembre 13, 2013, de:
¥ v http:/fwww.conevyt.org.mx/colaboracion/colabora/objetivos/libros_pdf/
sma3_u2leccl4.pdf
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- Habilidades a desarrollar: determinar - caleular.

El cuadrado de un nimero disminuido en siete equivale a seis veces el exceso
del nimero sobre tres:

a. Indica la ecuacion para obtener tal nimero.

L. Halla el nimero.

La mama de Josefina le propuso un nuevo juego a su hija.“Mira -le dijo-,
ahora yo te daré una ecuacién o un sistema de ecuaciones y ti me dirds
qué problema se puede resolver con ellos. Luego ti hards lo mismo”. Aqui
te dejamos algunos de los problemas que ellas crearon:

1. 2{x+5)=23

Josefina pensd un poco y dijo a su mama: “El doble de un nimero
aumentado en cinco unidades es igual a 23. ;Cudl es el niimero?”.

2. xix+51=150

La mamd de Josefina dijo: “El largo de un rectingulo es mayor que su
ancho en 5 centimetros. 5i su drea es 150 cm? ;cudl es la medida de
su ancho?”.

3.26x+32y=3624
18x + 41y = 3 847

Mmm... pensd Josefina, y luego dijo:“Si 26 nifos y 32 adultos van al cine
pagarin $3 624 por sus entradas. En cambio, si 18 nifios y 41 adultos
van al cine a la misma funcién, pagarin $ 3 847. ;Cudl es el valor de una
entrada de nifio y de una entrada de adulto?”.

Y para finalizar...

En parejas analicen y decidan si la ecuacién de la letra a entrega la
respuesta al problema, y si el problema de la letra b se resuelve mediante
la ecuacidn dada. Encuentra la solucién en ambos casos y luego, en una
puesta en comin y con ayuda de su maestro, comenten sus respuestas
explicando cémo llegaron a ese resultado.

axt+x—-12=0

El producto entre un nimero aumentado en una unidad por el mismo
ntumero disminuido en dos unidades, es diez. Determina el niimero.

Sugerencia: en este caso debes determinar la forma inicial de la
ecuacion y luego desarrollarla hasta llegar a una ecuacién de segundo
grado

b. Determina los valores de dos partes en que el nimero 80 se puede
separar, tales que dividiendo cada una de ellas por 8, la suma de los
cocientes sea igual a 10.

¥

8

+2=10

0013

Comprueba tus conocimientos Tema 1

I. Coloca verdadero (V) o falso (F) frente a cada
una de las siguientes afirmaciones y justifica
cada una de ellas:

1

w

___ La ecuacién que representa el cuadrado

de un nimero aumentado en veinle es
igual a siete es de grado dos.

S5x—4=19x+2 puede representar
una condicion impuesta a la variable x
en un problema donde ella aparezca, o
simbolice una cantidad desconocida.

El cociente entre ay b — 1 es equivalente
a nueve estd expresado por g— 1=29.

Sean m y n dos nimeros naturales.
El doble del primero es igual al segundo
aumentado en quince; y si ademas el
primero disminuido en dieciséis
corresponde a la mitad del segundo,
entonces la representacién de cada
relacién conforma un sistema de
ecuaciones de primer grado.

El 20% de k es ciento veintiuno se
escribe 20 - 100 - k=121

IL. Resuelve los siguientes ejercicios:

1

Al multiplicar un niimero par por once y
luego restarle su sucesor, se obtiene 239.

a. Plantea la ecuacién que permite obtener
dicho nimero par.

b. ;Cuadl es el nimero?

El doble de un niimero disminuido en cinco
veces otro namero resulta diez. Pero si se
multiplica el primer nimero por cuatro y el
segundo por tres, para luego sumarlos, se
obtiene siete:

a. ;Cudl es el sistema de ecuaciones que
conduce a la obtencion de los niimeros
aludidos?

b. Encuentra ambos numeros.

3 Si el perimetro de un romboide es igual a

22 cm, y sus lados miden x +9 y 2x — 13,
entonces:

a. Establece la ecuacién presenta la
informacién dada previamente.

b. Encuentra el valor de cada lado.

4 Las medidas de los lados de un rectingulo

estdn simbolizadas por y+12 mm vy
2y — 7 mm. Si su drea es 376 mm?*
a. Obtén el valor de cada lado.

b. Escribe una ecuacién que permita obtener
el perimetro de este rectingulo.

5 La base de un tridngulo b, y la altura

perpendicular a ella h, presentan las
siguientes relaciones: en primer lugar, la
base corresponde a duplicar la altura y
aumentarle 5 dm. En segundo lugar, la
base y la altura totalizan 41 dm:

a. Anota el sistema de ecuaciones con que
se logra obtener b y h.

b. Encuentra el drea respectiva.

Las aristas de un paralelepipedo son
2z2+1, 4z—9 y 3z—11. 5i la suma de
ellas es 89 m:

a. Determina la ecuacién para conseguir z.

b. ;Es verdad que un par de las caras son
cuadradas? ;Por qué?

c. Inventa alguna pregunta usando los datos
de este ejercicio, dando su respuesta,
correspondiente.

El término general de una sucesi6n se
obtiene cuadruplicando el cuadrado de un
nimeron y sumdndole ocho, para luego
disminuirlo en el producto entre 5 y n.
También se sabe que uno de los términos
es 619. ;A qué valor de n se refiere la
ecuacién anterior?

@




8 Analiza las siguientes ecuaciones o sistemas

de ecuaciones y redacta un problema que
se pueda resolver con cada uno.
Posteriormente, contesta la(s) pregunta(s)
que has formulado.

a —11x+16=7
b.y=76 +y

c. a+b=32
b—a=8

d.x(x+5 =66

e 13x+45=y
2x~y=250|
G g

f. 5n+9n_76

g.lm=171m <+ 16) = 234

Resuelve los siguientes problemas
utilizando un sistema de ecuaciones.

a. Las edades de Claudia y Ana suman 20
afios y la edad de Claudia es% de la edad
de Ana, ;qué edad tiene cada una?

b. En una libreria el precio de un lapiz es $8
mas caro que el de un sacapuntas. Si se
compran 3 sacapuntas y 2 lipices el

valor es de $76. ;Qué precio tiene
cada articulo?

c. En una caja hay 9 bolitas entre verdes y
rojas. Si se sacan dos verdes y tres rojas
queda lo misma cantidad de bolitas de
cada color. ;Cuantas bolitas verdes habia
en un principio?

d. Alberto tiene los % de lo que tiene Gloria

y entre ambos tienen $4 000. ;Cudnto
tiene Gloria?

El afio pasado las edades de Sergio y
Tomads sumaban 26 afios. Si Sergio tiene

2 afios mas que Tomds, jqué edad liene
el mayor?

e

f. Un vendedor compra sacos de galletas y
chocolates. Dispone de 19000 para
comprarlosyde 6.9 m*paraalmacenarlos.
Cada saco de galletas o chocolates le
cuesta 100 pesos. Los sacos de galletas
ocupan un espacio de 10 dm® y los de
chocolates ocupan, cada uno, 60 dm’.
i(Cudntos sacos de cada tipo debe
comprar el tendero si quiere utilizar todo
el espacio del que dispone para
almacenarlos y quiere gastar en ellos
todo el dinero que tiene.

10 El perimetro de un rectingulo mide 56 ¢m

y si el largo disminuye en 2 ¢cm y el ancho
aumenta en 2 cm, resulta un cuadrado.
¢{Cudnto mide el largo? Para resolver el
problema anterior Juan plantea el
siguiente sistema:

x4y=28
x—2=y4+2

Segiin este sistema, ;qué representaria la
incognita x?

11 Resuelve los siguientes problemas

utilizando una ecuacion cuadritica.

a. Al dividir 941 por un cierto nimero
resulta este mismo nimero.
;Cual es el namero?

b. La medida de superficie de un cuadrado
de lado a es 289 cm? ;Cuanto vale a?

€. ;Cudl es el nimero natural que elevado
al cuadrado da 6767

d. Aumentaren 27 el séxtuplo de un nimero
es lo mismo que sumar su cuadrado
cinco veces. ;Cual es ese nimero?

e. Determina el valor de x en la figura 5.3.

39cm

Figura 5.3

f. Con los datos de la figura 5.4 calcula la
medida de los lados del rectangulo si se
sabe que su drea es igual a 8 cm?

3x - Bem

4x —1em

Figura 5.4

12Tio Rogelio empieza a narrarme viejas

historias de su tatarabuelo - El estaba
luchando contra los invasores a nuestras
tierras, y en un ataque sorpresa del
enemigo, cayeron la mitad de los soldados
que componian la patrulla en la que
participaba, no recuerdo cuantos la
formaban, y segiin él, la sexta parte murié
y la octava parte quedd herida. Mi
tatarabuelo junto a los otros veinticuatro
companeros que se salvaron, tuvieron que
cargarlos muchos kilémetros, hasta llegar
a uno de nuestros puestos militares mas
cercano.

Conforme al parrafo anterior:

a. Indica algebraicamente una manera
de conocer el nimero de soldados de
esa patrulla.

b. ;Por qué es posible conocer la cantidad de
soldados que murieron?

13

Soy

traduccion de enunciados verbales a

lenguaje algebraico.

Entendi los ejercicios resueltos en
esta seccion.

Desarrollé correctamente los ejercicios
propuestos en esta seccién.

¢. ;5e puede saber la cantidad de soldados
que permanecieron libres, despueés
del ataque?

d.;Cuantos soldados fueron hechos
prisioneros?

e. Supongamos que en el relato, Tio Rogelio
se haya equivocado y que en lugar de que
— la sexta parte murié y la octava parte
quedé herida—, haya sido exactamente al
revés, ;habrd cambiado el namero de
soldados de aquella patrulla? Justifica tu
respuesta haciendo los cdlculos
correspondientes.

Tuco y Tico, los hijos gemelos de la senora
Tertulia, tienen una conversacion: -Tico,
mira, tienes el doble de canicas que yo.
—Tienes razdn, pero observa: si yo te entrego
doce, quedamos iguales.

a. Escribe la ecuacion que representa
la situacion.

b. ;Cudntas canicas tiene cada uno?

Indicadores

Criterios de evaluacién de logro

EZER

capaz de explicar para qué se utiliza la

Si

obtuviste todos los indicadores (+),

jfelicitaciones’; si obtuviste algunos signos
(+/-) v (=), realiza un cuadro resumen que
incluya las distintas situaciones en que se
pueden aplicar ecuaciones.
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Medida Secciones de conos y cilindros

Construyamos un cono y un cilindro de plastilina y luego, con un cuchillo,
enestetema L7 grupos de cuatro integrantes, realicen la siguiente actividad: cortemos el cono y el cilindro por planos paralelos a sus bases, por planos

=ty

" Andlisis de las scciones | En 1a figura 5.5 se muestra el esquema de un sombrero de cumpleafios: oblicuos y por planos perpendiculares a las bases. Mira los cortes y dibuja
que se obtienen al realizar qué figuras planas ves. ;Hay figuras que ya conocias?, ;hay figuras que no

cortes a un cilindro o a un
cono recto. Calculo de las
medidas de los radios de los
circulos que se obtienen al
hacer cortes paralelos en un
cono recto.

habias visto?, ;sabes cémo se llaman todas las figuras que puedes ver?
(4

En efecto, al seccionar un cono y un cilindro podemos visualizar muchas
figuras, mostradas en la figura 5.6, que ya conocemos, y otras nuevas.
Analicemos primero el cilindro:

Construccion de las férmulas
para calcular el volumen de
cilindros y conos, tomando
como referencia las formulas
de prismas y pirdmides.

Estimacidn y calculo del
volumen de cilindros y
conos o de cualguiera de las
variables implicadas en las
farmulas.

-

Figura 5.6

Si te fijas bien, cuando cortamos el cilindro por un plano paralelo a la base
obtenemos siempre circulos congruentes a las bases del cilindro.
Si lo cortamos en forma perpendicular a las bases, se forman rectangulos.

T A
‘Sabias que...
A S P e

]

=

Y si le hacemos un corte oblicuo, nos da una elipse. Los planetas del sistema
x 3 solar giran en torno a otros
Analicemos el cono y sus cortes en la figura 5.7 astros de este mismo sistema

describiendo drbitas elipticas.
Este hecho fue descubierto en
el siglo XVI por el astrénomo
alemdn Johannes Kepler.

Figura 5.5

Y para comenzar...
iA qué cuerpo se asemeja este sombrero de cumpleaiios?

¢Cudl es la medida de la generatriz de este cuerpo?

Figura 5.7

;Qué teorema importante te ayudd a encontrar esta medida? y . .
Al cortarlo por un plano paralelo a la base se obtienen circulos de distinto

Discute con dos compaiieros como determinarian la medida de la radio. Todos ellos son semejantes.

generatriz de un sombrero semejante a un cilindro, cuya medida de su R . _

ancho es igual a la medida del radio anterior, y la medida de su perimetro Si miras la :3"-’8'-'“’5[3 imagen donde el plano que corta al L0 Be oblicuo,

es igual a la del desarrollo plano del sombrero anterior. pero no se interseca con su base, se genera una elipse. Si el plano que lo
corta es oblicuo, pero corta a la base, como en la dltima figura, se obtiene

Para comprender los contenidos de este nuevo tema es necesario que una pardbola (aquellas que modelan las variaciones cuadraticas).

domines los cdlculos realizados mediante el teorema de Pitigoras y los
elementos que constituyen a los conos y cilindros.



B5 ¢ Tema 2

Apolonio de Perga nacid
alrededor del 262 a.n.e. en
Perga, Grecia Jonia (ahora
Turquia), y fallecid alrededor
del 190 a.n.e. en Alejandrfa,
Egipto. Se conoce como “EL
gran geémetra”. En su libro
Secciones cdnicas introdujo los
términos pardbola, elipse e
hipérbola.

Se muestran estos cortes en la figura 5.8:

Figura 5.8

Ahora construye con plastilina dos conos de igual tamaio y tinelos por sus
ctispides, luego corta esta figura por un plano perpendicular a sus bases.
¢Qué figura se ve al mirar el corte? Observa la figura 5.9.

-

Figura 5.9

Como lo ves, se forman dos curvas que llevan el nombre de hipérbola.
Una hipérbola es una curva que tiene dos ramas.

Todas estas figuras eran las que los griegos denominaron cénicas, pues se
generan a partir de los cortes de un cono. Cada una de ellas tiene una
representacion algebraica que las modela (como ya lo has visto para
la paribola).

Detengdmonos un poco mas en el cono v sus cortes por planos paralelos
(figura 5.10).

Figura 5.10

Si te fijas, los tridngulos rectingulos ABE y CDE tienen sus angulos
interiores iguales: los angulos en A y en C por ser rectos, los dngulos en B
y en D por ser dngulos entre paralelas y el dngulo en E que es comiin a
ambos tridngulos. ;Qué clase de tridngulos son entonces?

Tal como lo has dicho, ambos tridngulos son semejantes y, por lo
tanto, sus lados son proporcionales. En especial, los radios de los
circulos formados.

Se cumple, entonces, el teorema de Tales. ;Lo recuerdas?,
(qué proporciones podemos plantear?

En efecto, podemos decir que:ﬂ —EA ED_ EB

€D AB DC BA
Escribe td las otras proporciones y verificalas con tu maestro.

PROBLEMAS RESUELTOS

1. La altura de un cono es 12 cm y se ha cortado por un plano paralelo
alabasea 3 cm de esta. Si el radio basal del nuevo cono es 6 cm, jcudnto
media el radio basal del cono original?

SOLUCION
Procedimiento: Dibujemos la figura 5.11 con los datos dados.

9 cm
th cm

3em
X

Figura 5.11

Podemos, entonces, formar la siguiente proporcion:

Por lo tanto, el radio basal del cono original mide 8 cm.

2. Si se sabe que la generatriz de un cono mide 13 cm y el radio basal,
5 cmy se hace un corte paralelo al cono de modo que la nueva generatriz
mida 7 cm, jcudl es la medida del nuevo radio basal?

SOLUCION
Procedimiento: Dibujemos la figura 5.12 con los datos dados.

Figura 5.12

Formando la proporcién:

i3 7. 8§-7.,
—-gr_xsz_m—ﬁ13 = 2.7

Por lo tanto, el nuevo radio basal del cono mide aproximadamente 2.7 cim.

Tema 2 *B5
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Habilidades a desarrollar: determinar - calcular.

Se ha obtenido un cono de altura 10 cm y de radio 8 cm, a partir de otro cuya
altura es 5 cm mds grande que el anterior, haciendo un corte paralelo a la base

de uno de ellos:

. Escribe alguna ecuacién (proporcidn) que permita calcular el radio basal del

cono original.

b. ;Cudnto mide dicho radio?

Volumen de conos y cilindros

Margarita queria construir un prisma que tuviera por base un poligono regular
de 10 lados. Para hacer la base dibujé un circulo y marcé en la circunferencia
10 arcos de 36° cada uno (recuerda que una circunferencia abarca un angulo
de 360°). Por tiltimo, unid los puntos de la circunferendia (figura 5.13).

2

1
10
9{7
ak\% 4
7
6
Figura 5.13

* ;Y silo quiere de 12 lados? (figura 5.14).

1
1 2
11
3
10 4
9 5
o 6

Figura 5.14

Margarita se dio cuenta de que los lados de este poligono se acercaban a
la linea trazada por la circunferencia. Luego, armé los rectingulos que
serian los lados del prisma y construyd lo que queria.

Pensemos ahora. Si quieres construir un poligono regular de 20 lados,
(como lo harias?, ;quedan los lados del poligono cerca de la linea trazada
de la circunferencia? ;Se puede decir que el drea del poligono estard
cercana al drea del circulo? ;Y si construimos un poligono regular de
10000 lados?

En efecto, podemos intuir que al aumentar el nimero de lados del
poligono, sus lados se acercardn cada vez mds a la circunferencia,
y su drea serd cada vez mds parecida a la del circulo que lo contiene.
En matemadticas se puede demostrar, usando matematicas mds avanzadas,
que la sucesion formada por el drea de estos poligonos
tiende al area del circulo que los contiene (son iguales cuando el poligono
tiene infinitos lados).

Si miramos esto como lo que le sucede a la base de un prisma, podemos
intuir también que mientras mas lados tenga el poligono basal, el prisma
se ira pareciendo cada vez mds a un cilindro.

Si es asi, podemos inferir también que si el volumen de un prisma se
puede calcular como el producto del drea de la base por su altura, el
volumen de un cilindro (figura 5.15) serd también el producto del drea

basal por su altura.

h

Figura 5.15
Asi, el volumen de un cilindro estd dado porla formula: V=mn-r*- h.
Para un cono podemos hacer el mismo andlisis a partir de una pirdmide.

Si aumentamos cada vez mds los lados del poligono que forma la base de
la pirdmide, sus lados se acercardn cada vez mds a la circunferencia y su
drea serd cada vez mds parecida a la del circulo que lo contiene, como en la
figura 5.16.

A=

Figura 5.16
Asi, el volumen de un cono (figura 5.17) esta dado por la férmula:
_R-r'-h
V ﬁ'T -

T

Figura 5.17

(Qué relacién existird entre el volumen de un cono y el volumen de un
cilindro? Enfinciala y verificala con tu maestro.

Tema 2 *B5

' si construyes un cilindro y

un cono que tengan el mismo
radio basal y la misma altura

y mides arena con el cono,

podrds demostrar que 3 veces
el volumen del cono completan

el volumen del cilindro.

@
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PROBLEMAS RESUELTOS
1. Un estanque cénico de altura igual a 15 m tiene capacidad para 1600
metros clibicos. ;Cudl es la medida aproximada de su radio basal?

SOLUCION

Procedimiento: Utilizamos la formula para calcular el volumen de un

cono: V=1 ’; 2.4 ;cudl es la capacidad de este estanque?

Conociendo el valor anterior, utilizando m = 3.14 y sabiendo que la altura
del estanque es igual a h = 15 m, podemos utilizar la férmula para
determinar el volumen, pei*g en este caso, calculando el radio del estanque.

Es decir: 1600 = 3'14+

Asi, debemos despejar la variable r para determinar la medida aproximada
de su radio basal.

Determinalo y verificalo con tu maestro.

2. En la fibrica de articulos de vidrio donde trabaja Manuel estan disefiando
distintos tipos de floreros. Uno de ellos, de didmetro 9 cm, tiene forma
cilindrica. 5i Manuel sabe que debe contener un litro y medio de agua,
;cudl debera ser su altura?

SOLUCION
Procedimiento: Nuevamente utilizamos la férmula para calcular el
volumen de un cilindro: V=m-r*- h

Sabemos que el florero debe contener un litro y medio de agua, es decir,
1.5 L=1500 cm’ y también conocemos el didmetro del florero: ¢ cm, que
equivale al doble del radio basal. Asi, despejando h de la férmula de
volumen, calculamos la altura del florero. Determinala y verificala con tu
maestro.

Y para finalizar...

Observa la figura 5.18 que muestra un corte paralelo al radio basal de un
cono recto, en la mitad de su altura.

Figura 5.18

En parejas determinen una formula en términos de h y r, que les permita
calcular el volumen del cono determinado por los puntos ADE. Consideren
r =~%. Compara tu resultado con algunos compaiieros de tu clase, y
verif?'quenlo con su maestro.

Comprueba tus conocimientos Tema 2

I. Completa cada wuna de las siguientes
afirmaciones segiin corresponda.

1 Una manera de obtener circulos congruentes
usando un cilindro es

2 Una forma de conseguir circulos en un cono
es la siguiente

3 Al cortar un cono de manera oblicua
mediante un plano y sin tocar su base, se
obtiene una . En
cambio, si corta la base, se consigue una

4 Se llaman a las que
se generan a partir de los cortes de un cono.

IL. Resuelve los siguientes ejercicios:

1 ;Cudl es el volumen de un cono si el diametro
de su base es 10 cm y la altura es 13 cm?

2 Si un cilindro tiene una altura de 20 cm y su
radio es un quinto de esa altura, ;cuil es el
volumen del cilindro?

3 ;Cuadl es el volumen de la figura 5.19, en la
que se indica su altura y el perimetro de cada
cara basal es 16 cm? (Considera n = 3)

Figura 5.19

4 ;Cuadl es el volumen del cono que se indicaen
la figura 5.20?

10 cm
Bem

Figura 5.20

5 Un refresco se almacena en un envase
cilindrico que tiene una capacidad de
0.3 litros. Se reparte en conos invertidos, de
igual altura y radio que el envase donde se
almacena. ;Cuantos conos de refresco
se pueden llenar? Justifica tu respuesta.
6 El frasco cilindrico de la figura 5.21 tiene un
volumen de 90 cnv’, ;cuanto mide su altura?
(Considera n = 3)

d=6cm
Figura 5.21

7 Se ha obtenido un cono de altura 10 cm y de
radio 8 cm, a partir de otro cuya altura es
5 em mas grande que el anterior, haciendo
un corte paralelo a la base de uno de ellos:

a. Escribe alguna ecuacién (proporcién)
que permita calcular el radio basal del
cono original

b. ;Cudnto mide dicho radio?

¢. Escribe una ecuaciéon (proporcién)
que permita conocer la generatriz del
CONO NUEvVo

d. Halla la medida de ambas generatrices.

e. Formula alguna pregunta con la
informacién lograda hasta este momento.
Incluye la respuesta.

8 El cilindro recto que se muestra a
continuaciéon en la figura 522 tiene un
volumen de 1177.5cm’, con un radio
basal de 5 cm:
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Figura 5.22

a. Encuentra las medidas del rectingulo
que permiten generar este cilindro,
eligiendo el segmento rojo como el eje
de giro.

b. ;Cudnto valen las dreas basales de los
cilindros resultantes?

En el siguiente cono, h y i” son las alturas de
los conos mayor y menor, respectivamente.
De manera andloga, r y 1’ son los
correspondientes radios. Ademas, las
superficies basales son paralelas, como se
aprecia en la figura 5.23:

N

Figura 5.23

a. Considerando h+h'=135cm vy
rir'=7:2, ;cudl es el valor de cada
i. altura?
ii. generatriz?
b.Si h"=19 mm, h = 20.9 mm, r'= 5.7 mm,
halla el valor de:
i r
ii. El volumen del cono menor.
iii.La superficie basal del cono mayor.

<. Tomandoencuentaqueh=6 m,h'=0.75
h y el perimetro basal mayor
es 12.56 m:

i. ;Cuidnto es la diferencia entre los
respectivos radios?

ii. ;En cudntas unidades aproximadamente
supera la generatriz mayor a la menor?

iii. ;Es el volumen de cilindro mayor a
25 m*? ;Por qué?

iv. Genera alguna pregunta, usando los
datos iniciales de este ejercicio, y da la
respuesta respectiva.

10 En el cono de la figura 5.24 la razén entre el
radio menor y el mayor es 2:5.

foenl \
SR
Figura 5.24

a. Indica alguna ecuacion que permita
obtener el valor de y.

b. ;Cuanto mide cada altura?
Ahora bien, si el volumen del cono mayor
es 489.84 cm™

. Averigua la medida del radio de este cono.

d. ;Cudl es la medida de la superficie basal
del cono menor?

e. ;Cuanto vale el exceso de volumen del
cono mayor con respecto al menor?

11 La altura de un cono es 3x + 5 y se corta
por un plano paralelo a la base, generando
un nuevo cono de altura 2x — 5 y de radio
basal x — 7. Si el radio basal del cono
original es x + 11 y todas las medidas estin
dadas en dm:

a. Anota alguna ecuacién (proporcién) que
permita calcular x.

b. Escribe las ecuaciones que permitan
obtener el valor de cada generatriz.

¢. Determina todas las medidas
mencionadas en el enunciado.

d. ;Cudles son los valores de cada
generatriz?
Determina el volumen del cono menor.

e. ;Cudl es el volumen del cuerpo que
se forma al separar el conoc nuevo
del original?

12 La razon entre las alturas de dos conos es
5: 4 y la de sus radios es la misma. ;Es
posible hallar la razén entre las generatrices
sin tener sus valores? Justifica tu respuesta.

13 ;Cudnto mide el volumen de la figura 5.25
si el radio basal del cilindro mide 4 cmy la
medida de la altura del cono es igual a la
medida de la altura del cilindro y esta
corresponde al doble de la medida de su
radio basal?

Figura 5.25

14 “Tio Antonio, ;jestas seguro de que quieres
colocar una cisterna cilindrica de diametro
de 1.60 m y una capacidad de 2 800 litros?,
porque dudo que con las medidas que tu
me indicas los trabajadores lo hagan a la
perfeccion. Recuerda que el depdsito se
colocard sobre una base de concreto de
10 em de espesor”. Pero el tio Antonio no
hizo caso de esta iltima medida.

a. Escribe una ecuacion que permita dar
respuesta a la siguiente pregunta:
¢(Cudnto se tiene que excavar para que
el deposito quede al nivel del suelo?

b. Responde esta pregunta omitiendo
el espesor.

¢. Hazlo mismo que enla pregunta anterior,
pero con el espesor indicado.

15 Caminé completamente perdido hasta el
anochecer en medio de ese campo lleno de
silos, me recosté cansado, apoyando mi
espalda en uno de ellos y pensé: jcuintas
veces construi esas formas cénicas de cien
a ciento wveinte metros cuabicos para
almacenar forrajes, granos o semillas!,
ahora el patrén nos ordend construir los
silos con didmetro de ocho metros.

a. Escribe la férmula para encontrar la
altura de un silo en funcién de su
volumen,.

b.;Cudl deberd ser la altura del silo,
considerando que el didmetro medird
8 metros y su volumen serd de ciento
veinte metros ctibicos?

Indicadores
delogro |

ErEE

Criterios de evaluacién

Soy capaz de describir las figuras que se
generan a partir de los cortes que se
pueden hace a un cono y un cilindro.

Soy capaz de explicar como se calculan los
volimenes de conos y cilindros.
Entendf los ejercicios resueltos.

Pude desarrollar correctamente los
ejercicios propuestos.

Si obtuviste todos los indicadores (+),
jfelicitaciones!; si obtuviste algunos signos
(+/-) y (-), realiza un esquema que incluya el
nombre del cuerpo geométrico y la formula
utilizada para calcular su volumen con la
descripcion de cada término presente en esta.
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Proporcionalidad y funciones

problemdticas asociadas
a fendmenos de la fisica,
la biologfa, la economfa

y otras disciplinas, en las
que existe variacion lineal
o cuadrdtica entre dos
conjuntos de cantidades.

Lee la siguiente introduccién y luego contesta:

La altura de cierto cohete se describe por la siguiente funcién:
hit)= — 4.9t 4 49t + 2.5, en la que t representa el tiempo en segundos
después del despegue.

Y para comenzar...
1. ;Qué nombre reciben este tipo de funciones?
2. ;En qué tiempos el cohete estd a 27 m por encima del nivel del suelo?

3. ;Cuadl es la forma de la curva que describe esta ecuacion? De acuerdo a
esto, ;por qué obtienes dos tiempos distintos para una misma altura en
la respuesta a la pregunta anterior? Explica.

En parejas, resuelvan los siguientes problemas:

1. En una escuela la matricula de estudiantes aumenta en 60 cada ano. La
escuela se inicié con 385 estudiantes matriculados. Modelen una funciéon
que describa la relacién entre el nimero de afios transcurridos (x) desde
el inicio de la escuela y la cantidad de estudiantes matriculados (y).

2. ;Cudl de las siguientes situaciones puede ser solucionada con una
ecuacion cuadratica? (Grafica cada una y determina el tipo de variacién)

a. Cantidad de productos vendidos en un afo segiin su precio de venta.

Precio de venta (5) Cantidad vendida en un ano

7 500
14 400
21 300

b. La relacién entre el drea del rectingulo que resulta al aumentar dos
lados paralelos de un cuadrado en 3 unidades, en funcién de la
medida del lado x del cuadrado (figura 5.26).

X 3
Figura 5.26

Es necesario que comprendas muy bien las relaciones antes mencionadas
entre dos conjuntos de cantidades para abordar los contenidos de este
tema.

Aplicacion de las variaciones lineales
y cuadraticas

Josefina le preguntdé a su mamad si podia ayudarla con el tema de las
variaciones lineales y cuadriticas de la misma manera que lo habia hecho
con las ecuaciones.

Su mamd le dijo que si y le mostré varios problemas que se pueden
resolver a través del uso de estas variaciones y que ademds estin
relacionados con otras disciplinas. Estos fueron algunos de los casos
que estudiaron Josefina y su mamd:

1. Pedrotrabaja enunaconsultamédicaatendiendoa mujeresembarazadas.
El les recomienda que, en promedio, suban hasta un kilo por mes, para
no tener dificultades durante el embarazo. Maria, sin embargo, no ha
logrado este aumento de peso constante y reducido. Observa la
siguiente tabla con los pesos por mes desde que quedé embarazada. De
seguir asi, ;cudntos kilos habrd subido cuando tenga a su bebé a las
40 semanas?

Ne de semanas de gestacion | Peso aumentado [

0 0

5 1 |
10 3 |
12 +08

13 4.7

Grafiquemos estos datos en la figura 5.27:
Peso aumentado

221
204
181
164
14

104

o
b+
03 4 ¢ 8 fpfzmm 18 20 22
Ne de semanas de gestacion

Figura 5.27
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B5 ¢ Tema 3

5i te fijas bien, el aumento de peso de Maria se comporta como
una variacién cuadritica con respecto a las semanas de embarazo.
Fara hacer una proyeccién exacta del aumento de peso a la semana
40 de gestacion, debemos determinar la expresion algebraica o funcién
que modela este problema.

El pardmetro ¢ de la funcién y = ax’ + bx + ¢ que modela este problema
estd dado por la coordenada y del punto donde la pardbola corta al eje
y. En este caso, como la paribola pasa por el origen del sistema
cartesiano, tendremos que ¢ = 0. Por otro lado, remplazando los valores
de ¢ y los puntos (51] y (10,3), en la ecuacién
y=ax*+ bx + ¢, podremos plantear el siguiente sistema de ecuaciones
para calcular los pardmetros a y b:

l=a-5+b-54+0
3=a-10°+b-10+0

25a+5h=1 f-=2
100a + 10b=3

—50a-10b=-2

(sumando)

100a+10b=3

= -
Soa_lza-a_sn

Remplazando este valor en la primera ecuacidn del sistema,
tendremos que:

e | i

25 5g+5b—1

1 o ey =
§+Sb_1 = Sb_z = b_m

Por lo tanto, la variacion cuadritica que modela el aumento de peso
de Maria (p), en funcion de las semanas de gestacion (s), sera:

- S T
P=%0" Tig°

Para calcular el aumento de peso de Maria a las 40 semanas, debemos
considerar que s = 40 y sustituir este valor en la ecuacién recién
determinada: p = -51—05? +16°

» ;Cudnto peso aumentd Maria durante su embarazo?

» ;Crees que este aumento es adecuado? ;Por qué?

2. Jestis quiere instalar una empresa que produzca y venda calzados

hechos a mano. Su hijo mayor, que va a la universidad, le ha explicado
lo siguiente: “Seglin lo que he estudiado, nuestros costos irin
disminuyendo a medida que produzcamos mds pares de zapatos.
He calculado que el costo de un par es $900, el de dos pares $800 y
disminuye asi linealmente. Las ganancias que obtendremos irdn
aumentando tambiénlinealmente, de manera que porun par ganaremos
$200, por dos pares $400 vy asi sucesivamente”.
Jesiis desea saber cudntos pares de zapatos debe vender para que
sus costos sean igual que sus ganancias.

Como ambas funciones son lineales, entonces son de la formay = ax + b.
Determinémoslas.

Para los costos, si llamamos ¢ al costo por fabricar n pares de zapatos, la
funcién serd de la forma ¢ = an + b. Remplazando los valores dados por
el hijo de Jesis, tendremos que: 900 =a + by 800 =2a + b

Formando un sistema de ecuaciones:

a-+b=2900 (restando ambas ecvaciones Ennino a tévinine)
2a 4+ b= 800

—-a=100 = a=-100

Remplazando en la primera ecuacién del sistema:

—100+b=900 = b=1000

Por lo tanto, la funcién que modela los costos, en funcién de los pares
de zapatos que se fabrican, es: c= —100n + 1 000

Por otro lado, para las ganancias, tendremos que si llamamos g a las
ganancias por par de zapatos vendidos y n al nimero de pares de
zapatos vendidos, la funcién serd de la forma g =cn + d. Entonces,
con los datos entregados, también podremos formar un sistema
de ecuaciones:

200=c+d (restando mimbas ecuaciones ténnino a frmino)

400 =2c+d
=200= - = c=200

Por lo tanto, si remplazamos en la primera ecuacién del sistema,
obtendremos que:

200=200+d = d=0
Asi, la funcién buscada serd: g = 200n.

Ahora pensemos en la pregunta de Don Jests. El quiere que sus costos
sean iguales a sus ganancias. Debemos, entonces, igualar ambas
funciones para determinar el niimero de zapatos que debe fabricar (n).

Realiza este cdlculo y determina el nimero de pares de zapatos que
Don Jests debe produciry vender para estar seguro de que no perderan
dinero.
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B5 ¢ Tema 3

3. Manuel, el que trabajaba en la fibrica de articulos de vidrio, ahora tiene un

nuevo problema. Su jefe le ha encargado fabricar varios floreros con forma
cilindrica de la misma altura, 14 cm (figura 5.28). Le ha pedido ademas que
determine la variacion que se produce entre el volumen de los cilindros y
los radios de estos. Y por dltimo, que determine la variacién de los
volimenes que se origina al duplicar los radios.

Figura 5.28

Como sabemos, el volumen de un cilindro estd dado por la férmula
V=mn-r*-h Como n y h son constantes, entonces el volumen de estos
cilindros estard dado por:

V=314-r7-14 = V=4396-r

(A qué tipo de variacidn corresponde la relacién entre el volumen del
cilindro y su radio basal?

Si queremos saber cudl es la variacion de volumen que se produce al
duplicar el radio de un cilindro, bastara con decir que si el radio inicial es
r y el nuevo radio, por consiguiente, Zr, se puede anotar lo siguiente
(recuerda que la altura se mantiene constante):

Vi=an-rP-hyV,=n-2rF-h=4-mn-r*-h=4-ln-r-hl=4-V,

Es decir, el volumen del primer cilindro sera la cuarta parte del volumen
del segundo.

. Arturo trabaja para una consultora muy prestigiosa. El debe entregar un

informe para una compafia de articulos médicos. Arturo sabe que las
utilidades de la empresa se comportan segun una funcién cuadratica y
sabe ademads que por la produccion de 1000 articulos la utilidad es de
US$ 5000, y de US$ 6 000 si producen 2 000 articulos. Por supuesto, si no
se producen articulos, las utilidades serdn nulas.

a. ;Cudl es la funcion que regula las utilidades segin los
articulos producidos?

Si llamamos u a las utilidades y p al niimero de articulos producidos, la
funcion debe ser de la forma u = ap” + bp + c. Entonces, remplazando los

valores de p para 0, 1 000 y 2 000 articulos, tendremos que:
O=a-0°+hb-0+4¢c

5000=a-1000°+bh-1000+c
6000=a-2000°+b-20004+c

De la primera ecuacién se obtendri que ¢ = (. Entonces, remplazando
este valor en las otras ecuaciones, podemos formar el siguiente
sistema de ecuaciones:

5000 = 1000 000a + 1 000h |
6000 = 4 000 000a + 2 000

— 10000 = — 2 000 000a — 2 Gﬂﬂb‘
6 000 = 4 000 000a + 2 000h

—4000=2000000a = a=-0.002

/=2 (stanando)

Remplazando en la primera ecuacién del sistema, tenemos que:
5000=1000000- — 0.002 + 1000b

5000 =-2000+ 1000b
7000=1000b = 7=Dh

Asi, la funcién que modela las utilidades la obtendremos al remplazar
los valores de a, by ¢ recién encontrados. En esta funcion, las
utilidades se miden en miles de délares y p representa la cantidad de
articulos producidos. Determinala y verificala con tu maestro.

b. ;Entre qué rangos de produccion las utilidades crecen?
Para contestar esta pregunta, graficaremos la funcién en la figura 5.29.

| | | |l
2000 | 3000 \¢000 5000 6000

Figura 5.29

Como se aprecia, las utilidades creceran desde un articulo hasta los
1750 articulos producidos.

¢. ;Entre qué rangos de produccion las utilidades decrecen?

Si observas la funcién recién graficada, puedes establecer el rango de
articulos producidos, para el cual las utilidades decrecerdn.
Determinalo y verificalo con tu maestro.

5. Silvia trabaja en una empresa ganadera. En los estudios hechos a los
cerdos que crian se ha determinado que el peso y la edad de ellos, desde
el nacimiento hasta el vigésimo mes, estin relacionados por la funcién
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p=0.7m+ 15, donde p estd medido en kilogramos y m en meses. Silvia
debe establecer el peso de un lechén cuando este cumpla 1 afio y
también si es posible que en estas condiciones llegue a pesar 7.3
kilogramos.

Un afio corresponde a 12 meses y basta con remplazar este dato en la
funcién que relaciona el peso y la edad de los cerdos.

¢{Cudl sera el peso del lechén cuando este cumpla un afio?

Ahora para saber a qué edad el lechén pesara 7.3 kilégramos, debemos
sustituir este valor en la ecuacién y despejar la variable m.

{Cudl es este valor? Verifica tu respuesta con tu maestro y explica este
resultado.

4 Puedes buscar mds sobre este tema en los links. Recuperados,

d marzo 14, 2013, de:

Fvaww.. http:/famolasmates.es/pdffejercicios/3_ESO/Ejercicios%20de%20
Funcion%20Lineal. pdf
http:ffwww.montereyinstitute.org/courses/Aleebral/COURSE_TEXT_
RESOURCE/UT0_L2_T1_text_final_es.himil

Y para finalizar...

Determina a qué problema corresponde cada grifica de la figura 5.30.
Escribe el niimero en el recuadro.

y

800
FO0
GO0
500 1
A0 1
300

200 — —
100 =1 |

EEEEREEL

Figura 5.30

* Larelacion entre la medida de la hipotenusa de un triangulo rectangulo,
cuya medida de uno de sus catetos es 4 cm y el otro varia de uno en uno,
partiendo de 1 cm

¢ La razdén de cambio entre dos variables x e y, cuando y = 5 u, versus la
variacion de x cuyo valor varia de uno en uno a partir de 1 u.

¢ El volumen de un cilindro en funcién de la variacién de su radio de uno
en uno partiendo desde 1 cm, si se sabe que h =10 cm y se aproxima
m=3.

Verifica tus respuestas con tu maestro.

Comprueba tus conocimientos Tema 3

I. Coloca verdadero (V) o falso (F) frente a cada

una de las siguientes afirmaciones y justifica
cada una de ellas:

1 El crecimiento de un arbusto durante el
tercer afio estd dado por /=108 + 0.09n,
donde / representa la longitud troncal en cm
v n el numero de meses transcurridos
medidos a partir de enero. Luego:

a.  En octubre mide menos de 108.9 cm.
B. En junio ha crecido 5,4 mm.

2 Las utilidades de una empresa estin dadas
por u= —0.001p* + p, donde las utilidades
u se miden en miles de pesos y p es el
ntimero de articulos producidos. Entonces:

a. _ Laigualdad 0 = — 0.001p* + pindica
que no hay utilidades cuando p
solamente es cero.

B. _Cuando se producen 500 articulos,
la utilidad asciende a 250 000 pesos.

IL. Resuelve los siguientes ejercicios:

1 Un gimnasio ofrece dos ofertas distintas. En
la primera de ellas cobran $312 por la
inscripcion y $ 416 al mes. En la segunda,
no se paga matricula, pero la cuota es de
$ 488 al mes. Determina:

a. La ecuacion de la recta que representa
la relacién meses (x) - costo (y) para
cada oferta.

B. ;Cudl de las dos ofertas es mds ventajosa
segiin la cantidad de meses que se asista
al gimnasio?.

¢. El costo para el octavo mes en ambas ofertas.

2 Valerio y Asuncién son dos prestigiosos
detectives de algin lugar de México. Ellos
han pasado varios meses intentando
descifrar lo que parece un verdadero
acertijo policial: la extrafia desaparicién de
un grupo de jévenes. Tras contradictorios
testimonios de varios testigos, un experto
de la investigacién ha recibido la siguiente
descripcion de la ruta posible (figura 5.31),

destacada en azul, por donde pudieron
haber cruzado. Los puntos en azul son
zonas sospechosas que pueden dar
interesantes pistas a medida que se alejan
de la interseccién perpendicular de la
carretera y el camino.

A |
4 Camino.3 norte |

45 R TR T
=il i S e e e tn.s.s‘r.r/sy-

| Carretera ‘l:Este
0.050{1 0.150.2 0.250.3 0.35 0.4 0.450.5 0.55 0.6

Figura 5.31
El experto y ellos piensan en voz alta y
se preguntan:

a. ;Habrd algin modelo matematico que
logre describir esta trayectoria?

b. ;Cual sera su férmula?

Indicadores
Criterios de evaluacién de logro

EIEEE

Soy capaz de explicar como se usan las
funciones lineales y cuadraticas para
resolver problemas.

Entendi los ejemplos resueltos.

Pude desarrollar correctamente los
ejercicios propuestos.

Si obtuviste todos los indicadores (+),
ifelicitaciones!; si obtuviste algunos signos
(+/-) y (=), realiza un mapa conceptual en el
que se senalen las distintas situaciones en las
que existe variacion lineal o cuadritica entre
dos conjuntos de cantidades.
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Nociones de probabilidad

Estudiards en este tema

+ Andlisis de las condiciones
necesarias para que un
juego de azar sea justo,
con base en la nocidn de
resultados equiprobables y
no equiprobables.

Observa la siguiente imagen y lee atentamente su descripcidn:

La ruleta es un juego de azar tipico de los casinos, y su nombre viene del
término francés roulelte, que significa “ruedita” o “rueda pequena”. Consta
de 36 nimeros (sin el cero). Luego, a mediados del siglo XIX, los hermanos
Blanc modificaron la ruleta anadiéndole el nimero 0.

El objetivo principal de este juego es adivinar en qué ndmero de la rueda
caerd la bolita, que cuenta con una amplia variedad de apuestas.

Y para comenzar...

1. 5i consideras una ruleta de 36 niimeros, ;cudl es la probabilidad de que la
bolita caiga en un ndmero par?, ;cémo es este valor con respecto a la
probabilidad de que la bolita caiga en un niimero impar? Explica.

2. ;Cudl es la probabilidad de que la bolita caiga en un nidmero primo?
Considera una ruleta de 37 nimeros (desde el 0 al 36).

En grupos de cuatro integrantes realicen la siguiente actividad:

Construyan un tablero de juego donde apliquen el céilculo de las
probabilidades, y jueguen con sus companeros.

Para este juego necesitan dos dados, cuatro fichas de colores distintos para
cada uno de los integrantes del grupo, que pueden construir con cartén, y
un tablero con 30 casillas, como el que se muestra en la figura 5.32.

YalLyvd

Figura 5.32

Deben confeccionar 30 tarjetas en los que se redacte un problema
contextualizado de cdlculo de probabilidad. Cada grupo debe responder los
problemas y anotar las respuestas al reverso de la tarjeta con ayuda de su
maestro, estas tarjetas deben ponerse en el espacio del tablero destinadas
para ello, hacia arriba, es decir, sin que se vea la respuesta. Intercambiar
juegos entre grupos y comenzar a jugar.

Reglas del juego:
+ Cada alumno colocara su ficha en el casillero de partida.

* Cada grupo sorteard ¢l turno de cada uno de los jugadores de su equipo
(puede ser lanzando el dado o de otra manera).

* Cada jugador lanzari los dados y si la suma obtenida entre ambos, es un
nimero par, se avanza ¢l nimero de casillas de acuerdo al resultado
obtenido, de lo contrario se pierde el turno.

* 5i el jugador cae en una casilla en la que se deba recoger una tarjeta, este
debe tomar una tarjeta y realizar el ejercicio escrito en ella, si la respuesta
es correcta, este jugador puede volver a jugar en su proximo turno y se
quedara con la tarjeta, de lo contrario, pierde su turno y deberd devolver
la tarjeta desde donde la sac6, colocindola al dltimo.

* Gana el jugador que llegue primero a la meta.

Para comprender este Gltimo tema es necesario que tengas muy claro el
cdlculo de probabilidades, por lo que te invitamos a realizar esta actividad
previa de manera reflexiva y comprensiva.

Tema 4 * B5




B5 ¢ Tema 4

Eventos equiprobables

Vicente y Lucia estin jugando en su casa con un mazo de naipe inglés
(figura 5.33). El juego consiste en extraer 3 cartas y contar el puntaje
obtenido en ellas, sabiendo que ¢l puntaje de las cartas con nimero es el
mismo que indica el nimero en ellas y el puntaje de los monos es 12
puntos por cada uno. El primero en sacar sus cartas es Vicente y luego le
toca a Lucia. ;La extraccién de cartas de Vicente afectara el puntaje que
pueda obtener Lucia?, jcrees ti que ambos tienen la misma posibilidad de
ganar?

Tal como lo has pensado, ambos no tienen la misma posibilidad de ganar,
pues el puntaje que pueda obtener Lucia depende de las cartas que haya
extraido Vicente, 5i las cartas de Vicente son bajas, por ejemplo tres ases,
Lucia tendria mds posibilidades de ganar, pues solo quedaria unas en la
baraja y todas las otras cartas serian de mayor valor. En cambio, si Vicente
extrajera tres figuras, Lucia no tendria posibilidad de ganar, ya que solo
quedaria una figura y las otras cartas serfan de menor valor.

¢Es un juego justo para ambos? Lo seria si alternaramos quién extrae las
cartas primero. Por ejemplo, si lanzaran una moneda al aire y Vicente
comenzara si sale sello y Lucia si sale cara, ambos tendrian la misma
posibilidad de iniciar el juego y ninguno de los dos tendtia mds ventaja.
Asi, cada uno de ellos tendria la misma posibilidad de escoger la primera
vez dentro de todo el mazo. No hay para ninguno de los dos una clara
posibilidad de ganarle al otro a priori.

Supongamos ahora que Vicente le propone lanzar dos dados a Lucia y le
dice que €l ganarad si obtiene 7 u 8 en la suma de los puntos que marcan
las caras y que ella ganara si obtiene 2 u 11. ;Crees tii que el juego es
justo? ;Ambos tienen la misma posibilidad de ganar?

Efectivamente, el juego no es justo para Lucia, ya que ella no tiene la
misma posibilidad que Vicente de ganar. Calculemos la probabilidad de
ganar de cada uno.

Anotemos todos los pares de nimeros que obtenemos al lanzar dos dados
y marquemaos con rojo los que hacen posible que Vicente gane y con verde
los que hacen posible que Lucia gane:

1,1) (1,2) (L3) (14) (15) (1,6)
(21) (22) (2,3) (24) (25] (26)
(3,1) (32} (3.3) (34) (35) (3.6)
(41) (42) (43) (44) (45) (46)
(51} (52) [53) (54) (55 (56
(6,1) (62) (63) (64) (65 (66)
Comao lo ves, la probabilidad de ganar de Vicente es:

= i _
PLV) T e 0.31 = 319%,

en cambio, la probabilidad de que Lucia gane es:

(L) = =22 0.08 =
PIL) =5~ 0.08 = 8%
{Qué hace, entonces, que un juego sea justo o no? Diremos que un juego
es justo si para todos los participantes la probabilidad de ganar es la
misma, Para esto llamaremos sucesos equiprobables a aquellos que tienen
la misma probabilidad de ocurrir y sucesos no equiprobables a aquellos
cuya probabilidad de ocurrencia es distinta.

PROBLEMAS RESUELTOS

1. Determina si el siguiente suceso es equiprobable o no: A4: Extraer una
bolita blanca de una bolsa que contiene 5 bolitas blancas, 3 azules y 8
verdes. B: Extraer un niimero primo de una bolsa que contiene 30
bolitas numeradas del 1 al 30.

SOLUCION

Procedimiento:

Para calcular la probabilidad de que ocurra el evento 4, debemos calcular
la cantidad total el niimero de casos totales, que en este caso es 16 ya
que el total de bolitas en la bolsa es de 16, y los casos favorables en
nuestro caso son 5 dado que en la bolsa hay solo 5 bolitas blancas.

Para el calculo de la probabilidad del evento B, tenemos un total de 30
bolitas, numeradas del 1 al 30, con un total de 10 nimeros primos.

De esta manera, podemos calcular las probabilidades requeridas y
determinar la equiprobabilidad de ambos sucesos.

(Son sucesos equiprobables? Determinalo y verificalo con tu maestro,
2. Determina si los siguientes juegos son justos o no:

a. Se lanzan dos dados y se miran sus puntos para calcular la resta
(positiva) de ambos resultados. Pedro ganara si obtiene una diferencia
de 1 o 2, Juan ganard si obtiene una diferencia de 3 o 4 y Antonio
ganard si obliene una diferencia de 5 o el resultado es 0.

SOLUCION

Procedimiento: Calculemos las probabilidades que cada uno tiene de
ganar. Marquemos con rojo los resultados favorables para Pedro, con
verde los que son favorables para Juan y con azul los favorables a Antonio:

1,1) (1,2) (1.3) (14 15 1,6)
{21) (22) (23) (24) (25) (26
(31) (32) (33) (34) (3,5) (36

41) (42) (43) (44) (45) (46)

51) (5:2) (53) (54) (55) (56)

(6,1) (6,2 63) (64) (65) (66)

Tema 4 * B5

Se calcula que entre el 3y el
4% de la poblacidn mexicana
padece trastornos de
conducta relacionados con el
juego, o ludopatfa.

La ludopatia es un trastorno
compulsivo que llega a
convertirse en adiccidn, al
igual que como las drogas y
elalcohol, y que hace incapaz
a la persona que lo padece

de resistirse al impulso de
apostar o participar en los
juegos de azar.



B5 ¢ Tema 4

) =18 -
P(P)=3¢= 05= 50%,

PU)=30~028=28% y

)= 8 022 =
PA)= g~ 022 = 22%

Claramente, el juego no es justo, ya que no todos tienen la misma
probabilidad de ganar.

b. Fernanda y Marcela tienen una bolsa con bolitas numeradas. La bolsa
de Fernanda tiene bolitas numeradas del 1 al 15 y ella ganard si al
extraer una de las bolitas esta es un miltiplo de 3. La bolsa de
Marcela tiene bolitas numeradas del 1 al 12 y ganara si al extraer una
bolita, esta es un niimero entre 5 y 8, ambos incluidos.

SOLUCION
Procedimiento: Como los miltiplos de 3 entre 1y 15 son: 3, 6,9, 12 y 15,
podemos calcular entonces la probabilidad de que Fernanda gane.

De la misma manera, los nimeros entre 5 y 8, ambos incluidos, son: 5, 6,
7 y 8, podemos calcular la probabilidad de ganar de Marcela.

Luego, determinamos si ambos valores son iguales o no, y comprobamos
si el juego es justo.

-

Si quieres saber mds de este tema, te dejamos aqui algunos links.
| Recuperados, marzo 20, 2013, de:
§ vaww.. hittp:/ibibliotecadigital.ilce.edu.mx/sites/telesecundaria/tsm01g01v02/
u03t04s01. htwml
http:/fmate.dnuba.ar/~peroismafsemanamatem. pdf

Y para finalizar...

Vuelvan a jugar con el juego construido al inicio, pero ahora deben

sortear el avance de cada integrante de su grupo, segin las cuatro

posibilidades que se plantean a continuacién:

* Al lanzar los dados, la suma obtenida entre ambos, es un nimero par,
se avanza el nimero de casillas que indique el resultado obtenido, de
lo contrario se pierde turno.

¢ Al lanzar los dados, la suma obtenida entre ambos, es un nimero
impar, se avanza el nimero de casillas que indique el resultado
obtenido, de lo contrario se pierde turno.

* Al lanzar los dados, la suma obtenida entre ambos, es un nimero
primo, se avanza el nimero de casillas que indique el resultado
obtenido, de lo contrario se pierde turno.

= Al lanzar los dados, la suma obtenida entre ambos, es un miltiplo de 3,
se avanza el nimero de casillas que indique el resultado obtenido, de
lo contrario se pierde turno.

Las demas reglas del juego son iguales.

Discute con tu grupo: jes un juego justo para cada jugador? Explica y justifica.

Comprueba tus conocimientos Tema 4

1. Completa cada wuna de las siguientes
afirmaciones segin corresponda:

1 Dos sucesos son equiprobables si

2 La caracteristica de un juego justo es que

3 Un ejemplo de juego no justo es

IL Resuelve los siguientes ejercicios.

1 Selanza undado al aire. Waldo gana si aparece
un niimero primo, Wildo triunfa si aparece un
uno ¢ un NUMero par no primo:

a. ;Es este un juego justo?

b. Inventa otra variacion del juego, pero que
favorezca a Wildo.

c. Inventa otra variacién del juego, pero que
se incline a favor de Waldo.

2 (Cuadl de los siguientes juegos puede ser mis
justo para Luzmira?

a. Lanzar una moneda y elegir dguila.

b. Extraer una esfera de color amarillo desde
una bolsa que contiene dos amarillas,
una blanca y una roja.

¢. Lanzar un dado una y otra vez hasta que
aparezca un cinco.

3 ;Sera verdad que en un juego justo la
probabilidad de ganar es siempre igual a la
probabilidad de perder?

4 Tuco y Tico, los hijos gemelos de la senora
Tertulia, estin siendo visitados por su primo
Taco y deciden jugar al lanzamiento de dos
dados y sumar los nameros obtenidos.
Para hacerlo mas emocionante, deciden
apostar canicas.

—Vamos primos, voy a jugar contra ustedes
dos simultaneamente. Creo que me gustaria
elegir los niimeros en que yo gane. ;No les
parece justo?

—Naturalmente, primo Taco, Tico no se
opone, ;no es asi hermano?

—Pues bien, primos, yo ganaré cada vez que
obtenga un 5, un 6, un 7 o un 8.

~Taco nos has dejado todos los otros
nimeros para que ganemos. Mira, Tuco,
tenemos nimeros mds altos que los de él.

Mis tarde, las disputas descalificadoras
de ambos hermanos contra Taco se escuchan
en toda la casa. La senora Tertulia escucha
lo siguiente: —Primo Taco, devuélvenos
nuestras canicas, porque a pesar de que
nos diste ventajas, ganaste en casi todos
los juegos. Sospechamos que nos
hiciste trampa.

Conforme a la informacién proporcionada

por el relato, responde:

a. ;Por qué la cantidad mayor de ntimeros a
favor de los gemelos ha hecho desde la
partida de este un juego no justo? Justifica
tu respuesta.

b. ;Serd verdad de que la probabilidad de
aparicion de los ntimeros elegidos por
Taco ha influido en el éxito frente a sus
primos? ;Por qué?

Indicadores
Criterios de evaluacidn delogro |
B AE
Soy capaz de explicar cudndo dos sucesos
o eventos son equiprobables y cuando
no lo son.
Soy capaz de explicar cudndo un juego de
azar es justo y cudndo no Lo es.

Entendi los ejercicios resueltos en
esta seccidn.

Pude desarrollar correctamente los
ejercicios propuestos en esta seccion.

Si obtuviste todos los indicadores (+),
jfelicitaciones!; si obtuviste algunos signos
(+/-) y (=), realiza un resumen en el que se
diferencien los eventos equiprobables y los no
equiprobables, ademds de las caracteristicas
de un juego de azar justo, dando ejemplos
en cada caso.

D



Sintesis Bloque 5

A continuacién se presenta un mapa conceptual que resume las ideas mas importantes que se han
presentado en este bloque. Debes completarlo con los conceptos mds importantes abordados.

Las ecuaciones lineales y cuadrdticas sirven para resolver problemas de otras dreas como las siguientes:

Conos y cilindros

¥ v

A partir de los cortes de A partir de los cortes de
un cilindro se generan: un Cono $e generan:

,, l

El volumen de un dlindro Elvolumen de un cono
se calcula por: se calcula por:

Las funciones lineales y cuadrdticas sirven para resolver problemas de dreas como las siguientes:

4 v

Dos sucesos son
equiprobables si:

Un juego de azar
es justo cuando:

Comprueba tus conocimientos Bloque 5

I. Coloca V (verdadero) o F (falso) frente a cada
afirmacion segin corresponda.

1

El cociente entre el triple del cuadrado

de x y el cuarenta por ciento del doble
2z
de y corresponde a —39"—1
(100
Basta dar un corte a un cono, que sea
paralelo a su altura, para obtener una

hipérbola.

Sabiendo el perimetro de la base de un
cilindro y su altura se puede obtener el
valor de su volumen.

Hay fenémenos que estin modelados
por férmulas que no representan ni una
variacién lineal, ni tampoco una
variacién cuadratica.

Que aparezca cruz en los lanzamientos
al aire de una moneda y que se obtenga
un nimero par en el caso de un dado,
constituyen sucesos independientes y
equiprobables.

IL. Resuelve los siguientes ejercicios y problemas.

1

La suma de dos nimeros es 200. Dividiendo

el primero por 16 y el segundo por 10, la

diferencia de los cocientes es 6:

a. Escribe las ecuaciones que permiten
obtener ambos nimeros.

b. ;Cuales son los nimeros?

Para cada una de las expresiones algebraicas,
inventa dos problemas donde ellas
representen la informacion mencionada en
los enunciados. Luego, resuélvelos.

a.z*+169=13z

b.1.5x+2y=7

25x+y=3
La energia cinética de una particula E, es
decir, aquella que posee por su movimiento,
estd modelada por la siguiente ecuacidn:
Erzémv*, donde m es su masa, y v es su
velocidad:

a. ;De qué tipo de variacion se trata si la
masa es constante? ;Por qué?

4

(TG Inicio ——»

Yo

b.Si en la férmula se conocen la velocidad
del cuerpo y la correspondiente energia
cinética, jes posible saber la masa de
dicho cuerpo? Justifica tu respuesta

La probabilidad de que Mayra gane en un
juego es igual a la probabilidad de que
Micaela gane el otro. ;Sera verdad que si el
juego justo es el de Micaela, necesariamente
en otro juego sea justo para Mayra?

..y asi comencé con mi primer carro. El
rendimiento era de 6 km por litro de gasolina
en la ciudad y de 9 km por litro de gasolina
enautopista. Eraunasituacioncompletamente
jocosa. En una oportunidad en que fuimos de
vacaciones a Chihuahua, tuvimos que
recorrer cerca de 399 km y consumié6 40 L.
Indica a través de ecuaciones con sus
desarrollos los pasos que hay que dar para
obtener la cantidad de kilémetros que se
recorrieron:

a. en la ciudad.

b. en la autopista.

c. Finalmente, obtén cada uno de esos valores.

Con mis amigos comenzamos un juego de
carreras improvisado por una vieja cartulina
en la que dibujamos una pista. Observa.

> —m =

Inicio —>»

Empezamos a lanzar un dado. Si salia impar,
no avanzdbamos, en caso contrario, lo
haciamos solo una unidad. Pero lo hicimos
de manera distinta. Ganaba el que se
mantenia mayor tiempo en la pista, o bien el
que estaba mas cerca del punto de comienzo
después de doce tiradas. Aquel que caia en
la meta perdia automaticamente.

a. jConsideras que da lo mismo jugar
cualquier carril? ;Se tiene la misma
probabilidad de ganar? Explica.

b. ;Habra algtn carril que siempre dé la

suerte de ganar? Explica.



1 La expresién 7(2x — 1) + 5 = 8 representa el enunciado:

= A 8 equivale a siete veces el doble de un ndmero, disminuido en 1 mds 5 unidades.
» B. 8 equivale a siete veces el doble de un niimero disminuido en 1, mas 5.

» C.8 equivale a siete veces el sucesor del doble de un niimero aumentado en 5.

» D. 8 equivale a siete veces el antecesor de un niimero disminuido en 5.

2 Blanca, Rosa y Celeste se dan cuenta de que al sumar sus edades se obtiene 93 afos. Rosa dice a
Blanca.”Yo tengo los 5/6 de tu edad”, y Celeste interrumpe a Rosa manifestandole: “Y yo el cuadruple
de la tuya”.

Para cada una de las siguientes afirmaciones, marca”De acuerdo”o”En desacuerdo”segiin corresponda:
A. La edad de Blanca corresponde a los

tres décimos de la edad de Celeste.
B. Siuna de ellas fuera la madre de las
otras, esa serfa Rosa.

€. Por lo menos dos de ellas no superan
los 18 afios de edad.

D. Dentro de 15 una de ellas le
faltardn siete anos para cumplir los 40,

3 De un cono se saben dos medidas lineales que son 62 cm y 2x +5 cm, y corresponden a la altura y
al radio basal. Se desea que el volumen mida exactamente 119.164 cm’ considerando n = 3. ;Cudl es
el menor valor de x que permite esta situacién?

4 La relacién que existe entre la altura de varios cilindros, h, con el respectivo radio basal, r, es la
siguiente: i = 0.5r 4 1, donde el mdximo valor de res 10 cm.

a. ;Qué tipo de modelamiento se puede establecer entre las variables anteriores?

b. Explica la razdn de que no se puedan encontrar cilindros de alturas mayores a seis centimetros.

c. ;Serd verdad que el volumen mas pequeno de todos los cilindros posibles es 1 cm*?

5 En una caja hay x pares de calcetines entre amarillos y verdes, con x = 10, todos de la misma talla,
pero desordenados. Sin mirarlos, se extraen uno a uno hasta formar exactamente un par del mismo
color. ;Cudntos hay que extraer para que la probabilidad de este suceso sea de un ciento por ciento?
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Evaluandonos

Autoevaluacion

Realiza la autoevaluacitn sobre tu desempefio,
de manera responsable y honesta, pues asi
puedes establecer actividades remediales para
mejorar tu desempeio.

sil i

Contenido L o falta
logré |
mejorar |

Resolucién de problemas que
implican el uso de ecuaciones
lineales, cuadraticas o sisternas de
ecuaciones. Formulacion de
problermnas a partir de una ecuacién
dada.

Andlisis de las secciones que se
obtienen al realizar cortes a un
cilindro o a un cene recto, Calculo de
las medidas de los radios de los
circulos que se obtienen al hacer
cortes paralelos en un cono recto.
Construccion de las férmulas para
calcular el volumen de cilindros y
conos, tomando como referencia las
farmulas de prismas y piramides.
Estimacién y calculo del volumen de
cilindros y conos o de cualquiera de
las variables implicadas en las
farmulas.

Andlisis de situaciones problematicas
asociadas a fenémenos de la fisica, la
biologia, la economia y otras
disciplinas, en las que existe variacidn
lineal o cuadratica entre dos
conjuntos de cantidades.

Andlisis de las condiciones necesarias
para que un juego de azar sea justo,
con base en lanocién de resultados
equiprobables y no equiprobables.

Heteroevaluacion
Pidele a un companero que valore si:

Silo

Colaboré en las actividades grupales,
argumentando sobre los
procedimientos utilizados.

Participé activamente en todas las ‘
actividades grupales propuestas.

Cuando tuve que exponer las ideas y
resultados del grupo, lo hice
claramente, explicando y justificando
cada paso realizado.

Respeté siempre la opinién de mis
pares.

Incorporé las sugerencias, de mis
compafieros de grupo como de mi
maestro, en mi desemperio.

Heteroevaluacion

Solicita a tu maestro que evalte tu desempeno,
entregandote estrategias para mejorar en el caso
que resulte pertinente.
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Examen canguro animado, el alumno responde el linea las preguntas
mediante la seleccién de una alternativa. De inmediato, se le indica si su
respuesta estd correcta o no. Recuperada, mayo 25, 2013, de:
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En este portal se encuentra variado material preparado por Daniel Perich,
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las aplicaciones correspondientes. Recuperada, mayo 25, 2013, de:
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Estadistica y Geografia y que presenta vasta informacién de la realidad
nacional en diversos aspectos por ej demogrificos, econdmicos, etcétera.
Recuperada, mayo 25, 2013, de: littp:/fwww.inegi.org.mx/
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